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ВВЕДЕНТЕ. 


$1. ВсЪ явлешя природы, т. е. всевозможныя измфненя въ со- 
стояйи одного какого нибудь физическаго тфла или цфлой группы 
тЬль, сводятся къ одному общему явленю, называемому движе- 
ем, 

Дуйетнииюльно, будемь ли мы разсматривать и изучать явле- 


я фивическя, т, ©, так, при которых составъ тфлъ не изм%- 
ееи, Как-то ивлешя звука, теплоты, свфта, электричества, 
или лвлошя химическя, состояния или въ разложени тфлъ на 


свои составныя части, или, наобороть, въ образоваши новыхъ 
сложныхь тВль изъ нФеколькихъ простыхь или элементарныхь 
фль, вездф, и въ малЪйшихь частицахъ вещества, и въ необъ- 
тныхъ по своей величинЪ небесныхъ тфлахъ, мы ветрЪтимся 
©ъ одним и тмъ же явлешемъ движешя. 

Намъ пеизвЪстно ни одного тфла въ природ, которое не на- 
ходилось бы въ движеши. Предметы, которые мы видимъ на земль 
и которые намъ кажутся неподвижными, въ дЪйствительности 
движутся съ громадной быстротой, участвуя вмфстЪ съ землею 
въ ея движешяхъ вокругь своей оси и вокругь солнца. Солнце, 
планеты и звЪзды также имфють свои движеня. Однимъ словомъ, 
вов твла природы и всЪ мельчайшия частицы этихъ тёлъ нахо- 
дятся въ постоянномъ движени. Если мы не видимъ нёкоторыхъ 
движенй, то это происходить или оттого, что мы сами участвуемъ 
въ этихъ движеняхъ (такъ напр., мы непосредственно не зам%- 
чаемъ лвижен1я земли), или оть несовершенства нашихъ чуветвъ: 
такъ, мы не можемъ уловить ни очень быстрыхъ движен!й, напр., 
движешя спицъ колеса, вращающагося съ очень большой ско- 
ростью, ни очень медленныхъ, напр., роста деревьевъ, 


реа" — 


Итакъ, совершенно неподвижныхь тьль въ природ не сушо- 
ствуеть. Однако мы можемъ легко представаять ихъ въ свовмъ 
воображени. Мы говоримъ, что таюя тфла находятся въ око», 

Вообще демжюенем»ь называется измфнеше тЪломъ своего по- 
ложен!я въ пространствЪ, а зохоемь — сохранене тВломъ одного 
и того же положешя. 

Въ общежити мы говоримъ о движени и поко№ тфлъ, прини- 
мая во внимане ихъ положеше отноемтельно другихъь предме- 
товъ, считаемыхъ (конечно, условно) неподвижными. Такъ напр., 
мы обыкновенно представляемь землю неподвижным тфломь, 
когда говоримъ о движени или покоф находящихся на ней тёль. 

Всякое перемфщене тёла происходить въ течене нфкотораго 
(хотя иногда и очень малаго промежутка времени). Поэтому го- 
ворятъ, что движене происходить въ иространетвь иво вред мени. 
Отсюда понятно, что характеръ движен!я опредфляется главным 
`бразомъ зависимостью, существующею между пространетвомъ, 
в, ходимымъ тЬломъ, и временемъ, въ которое происходить это 
перемфщеше. Таким Ура, мы разлачаемь движешя быстрыя 
и медленныя. 

$ 2, Всякая причина движен или измфнены движеня назы 
вается силой. Силы происходять оть взаимнаго дЪйствя однихъ 
тёль на друмя (напр. силы удара, притяженя и проч.) или оть 
взаимнаго дЪйстья однЪфхъ частиць одного и того же тЪла на 
друмя (напр., силы сцфиленя, упругоети и проч.). Онф могуть 
быть крайне разнообразны, однако вполнф возможно, не зани- 
маяеь изслфдовашемъ природы силъ, изучать ихъ только по тбмъ, 
движенямъ или измфненямь движения, которыя он% производят. 
Поэтому возможно считать совершенно одинаковыми тт силы, 
которыя при одинаковыть услойяхть сообщають одному и тому 
эке тълу одинаковыя движеная, хотя бы природа этихъ силъ была. 
бы и различна. 

Изъ самаго опредвленя понят силы слфдуеть, что, осли па 
какое нибудь свободное тЬло *) начнеть дйствовать одна какая 
либо сила, то она или приведетъ это тВло въ нфкоторое движение, 
если оно было въ покоЪ, или будеть измфнять его движенше, 
‘если оно уже ранфе двигалось. 

9) беюбоднымь называется такое тёзо, которое можеть одинаково бвзир- 
нятственно двигаться по любому направлению. 
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Но если на это тьло дЬйствують двЪ или нфеколько силь, то 
можеть случиться, что велфдетые ихъ совокупнаго дфйетвя твло 
не измльнить св0ег0о первоначальнаго состояня, которое оно 
имфло ранфе, т, е. оно или будетъ оставаться въ покоь, или, 


. продолжать безъ всякаго измьненя свое движене. Таков вамф- 


чательное состоян{е тфла называется его равновъсемь, а силы, 
двйствующя на него, — взашмно уравновьшивающимися . 

$ 3. Механика *) есть наука о движенм и равновфсм тьлъ. 
Она раздзляется на общую или теоретическую механику и на 
прикладную механику. 

Теоретическая механика изучаеть обще законы движешя и 
равноввя твлъ. Прикладная механика занимается изслЪдова- 
емъ призоженя этихь законовъь къ машинамъ, постройкамъ и 
вообще къ различнымъ вопросамъ техники. 

Такъь какъ всё явленя природы, какъ уже было сказано, сво- 


дятся къ явленйо движеня, то, слфдовательно, общая механима 


‘яредетавляеть собой основную науку о природ. 
$4. Теоретическая механика разематриваеть: 1°, разаичныя 

движен!я и ихъ свойства; 2°, причины движеня или силы и ихъ 

свойства и 3°, зависимость между силами и движешями. 

Отсюда вытекаеть естественное раздфлеше этой науки на три 
отдфла: кинематику, статику и динамику. 

Кинематика **) хзучаеть различныя виды движений м изъ 
свойства, оставляя безъ разсмотрьня причины этихь движенй, 
т. е. силы. Такимъ образомъ, кинематика есть чисто отвлеченная 
математическая наука, отличающаяся оть геометри только тфиъ, 
что кромь пространства, проходимаго движущимся тВломъ, она 
разсматриваеть еще и оремя, въ которое совершается это дви- 
жен. Поэтому ее иногда называють геометрей четыфрехь излиь- 
рен. + 

Статика ***) занимается изучешемь общихь свойствъ силь, а 
такоюе того случая дъйстия ихъ на тиоло, когда оно остается 
въ равмовтсти. 


*) Отъ греческаго слова механг—машина. 
**) Оть греческаго слова кинема—движеше. Иногда эту часть механики 
называють также фороножщей, т. е, наукой о хвижеши. 
_***) Оть греческаго слова стаснсь—покой, неподвижное состояше: 
1* 


аа 


Динамика *) изслюдуеть свойства м законы движеная въ за- 
виси.мости. оть силъ, производящих» его. Она занимается рыше- 
н1омъ двухъ основныхъ вопросовъ: 

1. По данному твлу и дЬйствующимь на него -силамь опре- 
дЬлить веф обетолтельства движешя тфла, 

2. По данному тфлу и движению его опредфлить, кая силы 
могли произнести это движеше. 

Осповашемь статики и динамики **) служать иъсколько поло- 
жен, называемыхь основнымы законами механики. Они были 
открыты великими творцами современной механики Галилео Га- 
лилеемь (1564—1642) и Исаакомъ Ньютономъ (1642—1721) 
путемъ наблюдения и размышлен!я надъ явлешями природы. 

Поэтому статика и динамика принадлежать къ физическимь 
наукамъ. 

$ 5. Какъ извъетно, твла природы раздфляются на твердыя, 
жидыя и газообразныя. Въ этомъ курс№ будуть изложены глав- 
ныму образомъ основаншя механики твердаго тЪла, причемъ мы 
будемь считаль такое тЬло абсолютно-твердымъ, т. е. такимъ 
тЬломъ, связь между частицами котораго, а слфдовательно и ихъ 
взаимныя разстояша, не могутъ быть измнены никакими силами. 
Для обобщеня нашихъ разсужденй и выводовъ мы будемъ пред- 
полагать, что абсолютно-твердое тФао имЪфеть только три общихт 
свойства, одинаково присущихь веъмъ тЬламъ природы, а именно 
тротяженность, непроницаемость и подвижность. Что же касается 
до веса тьла, то его будемъ разсматривать, гд% это будеть нужно, 
не какъ общее свойство, а какъ нфкоторую опредфленную силу 
(тяжести), дЪйствующую на тфло. Въ остальныхь случаяхъь мы 
будемъ представлять себ тЪло, не имвющимъ вЪса. 

Въ механикВ тЪло называють свободнымь, если оно можеть 
совершенно безпрепятственно перемфщаться по какому угодно 
направлению, и несвободнымъ, если оно можеть перем щаться не 
по всфмъ, а только по нкоторымъ направлешямъ. 

Если тВло имфеть одну неподвижную точку, то остальныя 
точки его могуть перемфщаться по шаровымъ поверхностямъ, 


*) Оть греч. слова дюнамме»—сила. 
*) Иногда статику и динамику называютъ общимъ именемъ кинетики (отъ 
треч. слова хинео—двигаю). 


описаннымь изъ неподвижной точки, какъ изъ центра, радёусами, 
соотмугственно равными разстояшямъ этихъ точекъ до неподвиж- 
ной точки. Если тёло имфеть две неподвижныя точки, то и всЪ 
друШи его точки, лежащя на прямой, соединяющей двЪ первыя 
Точки, будуть также неподвижны, т. е. тёло имфеть неподвижную 
00%; исф остальныя точки могуть описывать около этой оси, на- 
умнаемой осью вращеня, окружности въ излос: хъ, перпенди- 
кулярныхъ къ этой оси. к 

Наконецъ, если тёало иметь три или болье неподвижныя 
точки, не лежашя на одной прямой, то оно будеть ненод- 
аноюнымъ, 

86, Имфть полное понят о движеши тфла значить знать 
движеше каждой его точки, что представляетъ, вообще говоря, 
очень сложную задачу. Чтобы упростить изучеше движешя, мы 
начнем ого с» равемотрия движеня воображаемаго матер!аль- 
ного тАли болконочиоемалаго объема, которое назовемь матерг- 
лено точкой, Ивучешо движешя матерфальной точки имфеть 
ое то важное значене, что во многихъ вопросахъ, напр., въ 
цстрономи, тЪла разсматриваются какт, матер!альныя точки. 

Абсолютно-твердое тьло часто называють неизмьняемой си- 
стемой матертальныхь точекъ. 

$7. Итакъ, теоретическая механика, подобно тому кахъ и 
геометрия, разематриваеть явленя движеня и равновфе!я не дй- 
ствительно существующихь физическихъ тфлъ, а нЪкоторыхь во- 
ображаемыхъ тВлъ, называемыхъ матер!альными тьлами и точками. 
Это обстоятельство, кромф громаднаго упрощешя, вносить еще и 
полную общноеть въ выводимые такимъ образомъ законы движеня и 
равновфс1я. Эти обще законы будуть одинаково необходимы и 
справедливы для всътъ тъаъ, чфмъ и объясняется ихъ первосте- 
пенное значеше. Правда, они ме всегда бывають достаточны, 
но эту недостаточность можно пополнить, принявъ во внимаше 
ТВ особыя свойства, которыя представаяють разсматриваемыя 
физическя тфла и условя дЬйствя на нихъ силъ. 


Нинематина. 


Основныя понятИя. 


$ 8. Лвижеше точки при перемъщени ея изъ одного поло- 

я въ пространств въ другое можеть происходить самымъ 
различнымь образомъ. Поэтому, чтобы внести порядокь въ изу- 
чен{е этого явленйя, надо прежде всего установить, чьмъ могутъ 
различаться другь оть друга движеня точки. 

Движен!я точки различаются, во-первыхъ, по виду той лини 
которую она описываеть въ пространств, а во-вторыхъ, по той 
или другой зависимости между пространствомъ, проходимымъ 
точкой, и временемъ, въ которое совершается этотъ путь. 

$ 9. Прямая или кривая лин, описываемая движущейся 
точкой, называется ея траентор!ей *). 

По виду траекторй, движешя длятся на прямолинейныя 
(напр., таковы движен!я точекъ свободно падающаго твла) и 
приволинейныя. Криволинейныя движешя могуть быть самаго 
различнаго рода: хруговыя (движеше въ одной плоскости вокругь 
неподвижнаго центра точекъ тфла, подвъшеннаго на нити), эллия- 
тическя (движеше земли и другихъ планеть около солнца), па- 
раболичеетя (истечеше частицъ жидкости изъ отверстйя въ боко- 
вой стЪикЪ сосуда) и т. д. 

$ 10. По зависимости между проходимымъь пространствомъ и 
временемъ, движеня раздфляются на равномерныя и перемьнныя. 

За основную единицу времени принимаются сутки — 24 ча- 
самъ — 24.60 минутамъ — 24.60% секундамъ, т. е. время, въ ко- 


*) Оть латинскаго глагола трайннере—бросать. 'Траектор!и, описывае- 
мыя небесными тблами, называются орбитами (отъ латинск. слова орбись— 


кругъ). ; 


в. мА ма 
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торое земля совершаеть одинъ полный обороть вокругь своей 
оси, Наиболфе употребительная въ механикф единица времени есть 
секунда (1"). НЪкоторая величина или продолжительность времени 
навынается иро.межуткомъ времени. Весьма малый промежутокъ 
премени называется элементомъ времени. Граница, отдфляющая 
одинЪ промежутокъ времени отъ другого, называется моменто.мъ 
аромени *). 

Пространство, проходимое движущеюся точкой, измфряется 
иивфетными единицами длины. Въ механикЪ наиболфе употреби- 
тельны метричесвя мфры, въ особенности метръ—1,4 арш. =3,28 
фута и сантиметрь ==0,01 метра=0,4 дюйма. 

8 М. Какъ уже было ранфе сказано, во многих вопросахь ° 
движеня тфла разематривають, какъ движене одной точки. Это 
обыкновенно д\лаотся въ тфхь случаяхъ, когда длина траекторя 
весьма иначитольно ировышаеть размвры тЪла. 

Во вофхь отихь случаях» о движеши тЪла говорять точно 


Зи» Же, каюь о движоняхь точки. Но когда изучають движене 
Али, как целой мемлмъняемой системы матертальныхь точек, 
тогда приходится различать еше два главныхь рода движеня 


тЬла: поступательное и вращательное. 

Поступательнымъь движешемъ тВла называется такое дви- 
жене, когда всЪ точки его описывають въ одно и то же время 
равныя и параллельныя траектор!и. Эти траектори могуть быть 
какъ прямолинейными, такъ и криволинейными. Всякое прямо- 
линейное движене тьла, не сопровождаемое его вращешемъ, 
представляеть поступательное движен!е. Таковы, напр., движешя 
поршия въ цилиндр® паровой машины, тьла, падающаго по вер- 
тикали тяжелымъ ‘концомъ внизъ и проч. Гораздо рЪже ветрЪ- 
чаются криволинейныя поступательныя движеня. 

Если вообразимъ, что какое нибудь тЬло, напр., пирамида, 
поставленная вершиной на плоскость, движется не дфлая 7п0в0- 
рота около своей высоты такъ, что вершина ея описываетъ ка- 
кую нибудь кривую лин!ю на этой плоскости, то и всЪ друйя 


*) Очевидно, что моменть времени имфетъ такое же значене относительно 
промежутка времени, какое въ геометрии точка имфеть относительно лини. 
Подобно тому, какъ длина прямой измфряется разстоян!емъ между ея начальной 
и конечной точкой, и величина промежутка времени измфряется разстоянемъ 
межху начальнымь и конечнымь моментомъ этого промежутка. 


ЕВ) 


точки этой пирамиды будуть описывать вЪ пространств точно 
тая же кривыя, при томъ параллельныя первой кривой. Слёдо- 
вательно наше тьло имфоть хриволинейное поступательное дви- 
жене. Въ поступательномь движеши всякая прямая, соединяю- 
щая двЪ какя либо точки тфла, перемфщается параллельно самой 
себв. 

Очевидно, что всф обстоятельства, поступательнаго движеншя 
для каждой точки въ отдфльности или для веЪхъ ихъ вмфеть, 
т, е для всего тфла, осегда совершенно одинаковы, а потому при 
изучеши этого движеня можно говорить безразличйо о движени 
одной точки тЬла или о движен!и всего твла. Вев выводы, къ 
которымъ мы при этомъ придемъ, будуть справедливы, какъ для 
бдной точки, такъ и для всего тфла. 

Вращательнымъ движенемъ тфла называется такое движене, 
когда точки его описывають параллельныя, но не равныя окруж- 
ности или дуги вокругь неподвижной оси въ плоскостяхъ, перпенди- 
кулярныхъь къ этой оси. 

Тьло можеть одновременно имфть и оба движен!я: поступа- 
тельное и вращательное. Тогда движене его называется слож- 
нымь или составнымь. Сюда относятся, напр., движеше колесъ 
экипажа, движен!е гайки по винту ит. д. 

Изучен!е движенШ мы начнемт съ прямолинейныхь движенй 
точки (или тЬла, принимаемаго за точку). 


Ч 


ой 


Прямолинейныя двиненя. 


Равномфрное движение. 


8 12. Если точка въ равные промежутки времени (какой бы 
величины оты промежутки ни были) проходить равныя про- 
отранства, то таков движение называется равномьрнымь. 

Наир,, обли точка м» каждыя 2 секунды проходить по 10 
му" и каждую сокунду по 5 мотровъ, въ каждыя полсекунды 
и Э.А могра ит, д., то такое движеше есть равномфрное. 

Каждое движен!е характеризуется своею скоростью, т. е. той 
или другой быстротой или медленностью перемфщешя. В» равно- 
иърномь движени. скорость измтряетея пространством, про- 
ходимы.мь ттьломь въ единицу времени (чаще всего въ секунду). 
Такимъ образомъ въ каждомъ равномфрномъ движени скорость его 
ость величина постоянная. Напр., въ только что приведенному 
примфрЪ скорость точки равна 5 метрамъ въ 1 секунду. 

$ 13. Условимея обозначать время движенйя (напр., въ се- 
кундахъ) черезь &, скорость (въ единицахъ длины) черезъ о, 
пройденное пространство черезъ 3. 

Такъь какъ въ каждую секунду тЬло проходить ® единиц 
длины, то, очевидно, что въ & секундъ оно пройдеть 5ё единиць 
длины. Итакъ 

В и 1 а 


Это уравнене называется уравнешемъ равномфрнаго движенйя 
и читается обыкновенно такъ: въ равномтрномь движении про- 
странство равно скорости, умноженной на время. 

Изь уравненйя (1) имфемъ, что 


== Фа,= ® 


О = 


Уравнеше (3) показываеть, что въ радномърномь движени 
скорость равна’ отношеню пройденнаго пространства ко вре- 
мени. 

Итакъ, помощью уравненйя (1) мы всегда можемъ найти одну 
изъ трехъ величин 8, ри #, если дв другя извуетны. 

Примтры:1. Какое пространство пройдеть равномфрно движу- 

«* шаяся точка въ 1,5 минуты, если скорость ея —5 метрамъ въ 
1 секунду? 
Отвфть. 8=5.1,5.60—450 метровъ. 


2. Опредфлить скорость паровоза, если онъ, двигаясь равно- 
мЪрно, въ 35 секундъ, прошелъь 630 метровъ. 


Отвьть. о 90—18 метровъ въ секунду. 
Легко замфтить, что пространства 8 и $', проходимыя равно- 
мфрно-лвижущейся точкой (или тфломъ) въ различные промежутки 
времени / и !, пропорщюнальны временамъ. 
Двйствительно, изъ уравнейя #— и 3—0, получаемъ 
88—00 или 8:9 ==: 0, 


Перемфнныя движения. 


$ 14. Если точка въ равные промежутки времени прохо- 
дить неравныя пространства, то такое движение называется 
перемльннымь или неравномюрнымъ. 

Различных перемфнныхъ движен! существуеть безчисленное 
множество. Н®Фкоторыя изъ нихъ отличаются извЪстнаго рода 
правильностью (напр., движене брошенныхъ или падающихъ 
тЬлъ, качане маятника и проч.), друмя могутъ быть совершенно 
произвольны (напр., движешя живыхъ сущестьъ). 

Если точка въ каждый слёдующ промежутокъ времени про- 
ходить ббльшй путь, чЪмъ въ равный ему предыдущий промежу- 
токъ, то такое движен!е называется ускореннымь, а если мень- 
ИИ путь, то замедленны.мъ. 

$ 15. Очевидно, что въ перемфнномъ движен!и уже нельзя на- 
зывать скоростью точки или твла пространство, проходимое ими 
въ единицу времени, такъ какъ пространство это постоянно из- 


И 


м®няется. Иначе говоря, скорость въ перемтенномъ движен?и есть 
величина перемьнная, а потому, чтобы составить поняте о ка- 
_ комъ либо перемфнномъ движени, необходимо еще знать, хакъ 
_ измюняется его скороеть.| 
—  Измьнене скорости въ единицу времени называется усноре- 
Чемъ. Въ ускоренномъ движенш скорость точки или тфла увели- 
чивается и, слфдовательно, ускореше есть положительная вели- 
® чина; наоборотъ, ускорене въ замедленномъ движен!и есть отри- 
чательная величина, такъ какъ скорость здесь уменьшается. Въ 
прямолинейномъ равномфрномъ движеши ускореше, очевидно, 
_ равно нулю, т. е. ускоревя не существуетъ, такъ какъ скорость 
2 ‘`равномфрнаго прямолинейнаго движеня есть величина постоян- 
_ вая или неизивняющаяся. ; 
* $ 16. Такимъ образомъ, говорить о скорости перемфинаго дви- 
ев въ тожъ же смыель, въ какомъ говорять о скорости въ 
`разконфраиь лажженя, кельзя. Но тЬиъ не менфе, дЬлая нф- 
_ о ебаанниараииы жожЕо говорить о скорости перемфннаго 
ВЕБЕ тоть вл хругой моменть времени (напр., въ началь 
ЕЕ ЖЪ БОЕЦЬ 1-0й. 2-ой, 10-ой или вообще {-ой секунды ит. п.), 
. за таке о скорости перемфннаго движеншя въ той или другой 
ТОЧЕБ его пути, что, впрочемъ, одно и то же, такъ какъ каждому 
жоменту времени соотвфтствуеть одна опредвленная точка пути 
= наобороть. 
Скоростью перемтъннаго движеня въ данный моментъ вре- 
„мены называютъ то пространство, которое прошло бы тело 
4ъ единицу времени (секунду), слюдующую за этимъ моментомъ, 
если бы съ этозо момента оно начало двигаться равномтрно. 
Примтръ. Скорость перемфнно движущагося тъла въ конц® 
4-ой секунды есть пространство, которое прошло бы тфло въ те- 
чеше 5-ой секунды, еели бы въ моментъ, отдфляющ конец 
4-ой секунды оть начала 5-ой секунды, оно стало двигаться 
равномфрно. 


$ 11. Въ общежити однако мы часто гово] 
перемфнныхь движенй вообще, напр., о © 
лошади, желфзнодорожнаго пофзда и т. д. 
подъ скоростью даннаго перемфннаго движен1я 
среднюю скорость его, т. е. скорость такого р 
эия, двигаясь съ которою ттьло въ тотъ же т 


* 


вый | ЛЕ. 


‚мени прошло бы точно такое же пространство, какъ ш въ дан- 


номь перемьнномъ движенёи. 


Такимъ образомъ, если, напр., извфстно, что какой нибудь 
пьшеходъ прошель 300 саженъ въ 10 минуть, то мы говоримъ, 
что скороеть его за это время была 30 саж, въ 1 минугу или 
1), сажени въ 1 секунлу. Но, говоря это, мы не можемъ, конечно, 

* утверждать, что ифшеходъ дЪйствительно ипроходиль '/, сажени 
въ каждую секунду, такъ какъ понятно, что онъ то ускорялъ, то 
замедляль свои шаги, и поэтому движеше его было не равно- 
мфрное, а перемвнное. ОлЪ®довательно, это перем№нное движеню 
вы мысленно приравниваемь къ такому равномфрному движен!ю, 
въ которомъ пфшеходъ также въ 10 минуть прошелъ бы 300 са- 
женъ. Скороёть, равная !/, сажени въ 1 секунду, есть скорость 
этого воображаемаго равномфрнаго движен!я или, что все равно, 
средняя скорость даннаго перемфннаго движеня въ промежу- 


токъ 10 минуть. 


Примфры среднихъ скоростей въ секунду. 


метры, 
Пушехода . В 1,5 
Лошади шагомъь .. 3 5 оз ы 
э рыю ...... ри 
ы ТАЗОНОМХ. сокс вени- ая 05 
Скаковой лошади ‚,....... 15 
Товарнаго повзда. ....... 8-12 
Пассажирскагюо „ .,...... 12—16 
Скораго. ато . 16—25 
Пароходи.. пены о: кз лы фт 8 
Ружейной пули... РИ: 
Звука въ эм» ‘ох о 5 889 


стно пространство 5, пройденное 


Ня за этоть промежутокь времени, 


300 тыс. километр. 


перемнно 


мъ въ # севундь, то для опредълешя средней 


достаточно 


чину пройденнаго пространства на число секундъ 


— 43— 


того промежутка времени. Поэтому, называя среднюю скорость 
черовь у, получимъ, что 


в 8 
ме 

Наобороть, еели бы мы знали среднюю скороеть ®, перемфн- 
наго движешя за н%который промежутокъ времени {, то опре- 
лЪлили бы пространство, пройденное при этомъ тфломъ по урав- 
нено в—0,1, т. е. точно такъ же, как, и въ равномфрномъ дви- 
жеши. 

Очевидно, что средняя скорость перемфннаго движенйя тьла 
зи промежутокь времени { есть средняя ариометическая всфхль 
скоростей, которыя имфло тЬло въ течеше этого промежутка. 

В 10, Ивь перемфиныхь движешй мы наиболфе подробно раз- 
вмотрим® дииженя римолитуно-перелиьнныя, т. ©. тая, въ ко- 
зормхь вкороеть №» каждую слфдующую единицу времени (се- 
Кунду) побгоннио улеличинаетеи или постоянно уменьшается на 
ОДНУ и ту же поличину, Иначе говоря, в» равномерно-перемтьн- 
Номь боможени ускореше весть постоянная величина измюненя 
скорости въ единицу времени. Эта величина можеть быть 70ло- 
ительной или отрицательной. 

Вл, первомъ случаф движене называютъ равномтрно-ускорен- 
ным, во втором — равномюрно-замедленнымь. 


Равномфрно-ускоренное движене. 


$ 20. Равномфрно-ускореннымъ называется такое движение, въ 
которо.мь скорость въ каждую слюдующую единиму времени (се- 
хунду) увеличивается на одну и ту же величину. Такимъ обра- 
зомъ, ускорене въ этомъ движенши есть постоянная положительная 
величина. 

Примтуъ. Всякое т№ло, свободно падающее въ безвоздушномь 
пространств®, движется равномфрно-ускоренно, такъ какъ въ каж- 
дую слфдующую секунду скорость его увеличивае' на 9,8 метра 
или ма 32,2 фута. Е 

Примъчаше. Увеличен скорости свободно надающихь тЬлъ 
называется усхоренёемь тяжести или ускоремемь ного при- 
‘тяженая и обозначается буквой 9. Строго говоря, намъ, 


‹ 
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которыя виослфдетвьи будуть изложены, величина 9 неодинакова, 
для вефхь точекъ земной поверхности. Такъ, на экватор она 
—=9,78 м., на широтв 45° она = 9,8 м., а на полюсё 9,83 м. 
Впрочемь эти небольши разницы не имфють существеннаго 
значеня для большинства практических вопросовъ. Для упроще- 
ны вычислешй въ русскихъ мфрахь часто принимають 9==82 
футамь. 

$ 21. Уравнеше скорости. Положимъ, что мы наблюдаемь въ 
течен!е { секундъ движен!е какого нибудь тЬла, двигающагося 
равномфрно- ускоренно, съ ускореемъ а. Пусть въ начальный 
моменть наблюдешя, т. е. въ началф первой секунды, тВло уже’ 
имфло нЬкоторую скорость ®,, которую мы будемъ называть на- 
чальной скоростью. Тогда 


Въ начал 1-ой секунды скорость тВла — 


Въ конц 1-ой & = 
т „ 2-0й ” ” 
— = З-ьей [2 = 
* Ш 1-ой з » 


Итакъ, пазвавь скорость въ концф -0й секунды черезь в 
(конечная скорость), получимъ слфдующую зависимость между вре- 
менемъ и скоростью въ концф этого времени 


ГЕ” А И, 


Эта зависимость называется уравненемь скорости въ равно- 
мфрно-ускоренномъ движени. 

$ 22. Уравнеше пространства. Чтобы найти пространство, прой- 
денное тфломъ въ промежутокъ времени #, надо опредфлить, какъ 
это уже было ранфе объяснено, среднюю скорость движея за 
этоть промежутокъ времени и затфмъ умножить ее на величину 
промежутка (т. е. на число секундъ 0). Самая трудная часть за- 
дачи заключается въ опредфлени средней скорости. Въ равно- 
м%®рно-ускоренномъ движенши средняя скорость находится очень 
просто: такь какъ скорости въ каждую секунду увеличиваются 
на одну и ту же величину, то послфдовательный рядъ ихъ пред- 
ставляеть ариеометическую прогресс: в, ща, % + а, 


и, - За. 
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(Напр., тфло, брошенное вертикально внизъ въ безвоздушномъ 
пространств® съ начальной скоростью въ 0,2 метра, будеть имфть 
скорости въ концф 1-ой, 2-ой, 3-ей, 4-ой секунды: 10 м.; 19,8 м.; 
29,6 м.; 39,4 м. ит. д.). 

Но извфетно, что средняя ариеметическая изъ чиселъ, состав- 
ляющихь ариометическую прогрессйо, равна средней ариемети- 
ческой изъ перваго и послфдняго числа. Поэтому для нахожденя 
средней скорости 2; равно-ускореннаго движешя достаточно сло- 
жить начальную (5) и конечную (5) скорости и сумму ихъ раз- 
флить пополамъ, т. е. кА, 

(Напр., средняя скорость въ нашемъ примфрв и, —= а 
==19,8 м.). 

Коли начальная скорость въ нашемъ прим®р® &,, а конечная 

О = + я то бродния скорость равно-ускореннаго движеня 
щи в! 2, а! а 
% ты К =. 


й а 
Умножинь это выраженше на время, найдемъ пройденное ть- 
ломь пространство = (ь + “ или 
й 
а=щ#+ Ч ры рые ИЯ (2) 


Опредфливъ изъ уравнешя 2—, + аё величину #= 


подставивъ ее въ уравнене (3), найдемь еще выражен!е вели- 
ое и) 


2а или 


чины пройденнаго пути; 3 


Уравненйя (2), (3) и (4) называются уравнемями простран- 
ства въ равномфрно-ускоренномъ движени. 


ЕР < 


$ 23. Если т%ло начало двигаться безь начальной скорости, 
т. е., если о—=0, то изъ уравшешй, (1), (2), (3), (4), получимъ 
для этого частнаго случая: 

Уравнене скорости: — 6=0. еее. (1) 

Уравнешя пространства: 


ов сах аа Инт ыы 
а р (2’), или з р (8) или 8 Эа (4'). 


Очевидно, что уравнешя (1’), (2'), (8!) и (4") можно получить 
и непосредственно, принявъ начальную скорость ==0 и повторивъ 
нс№ предыдущйя разсуждешя. 


Равномфрно-замедленное движенше. 


$ 24. Равномфрно-замедленное движене есть такое, въ кото- 
ромь скорость въ каждую сльдующую единицу времени (секунду) 
уменьшается на одну и ту же величину. Поэтому ускорене этого 
движен!я есть постоянная отрицательная величина (иногда ее 
пазывають за.медленем»). Мы будемь се обозначать черезъ—а. 

Прилмьръ. Всякое тЬло, брошенное вертикально вверхъ въ 
безвоздушномь пространетвЪ, движется равномфрно-замедленно: 
въ каждую слфдующую секунду скорость его уменьшается на 
величину у=9,8 метра. Если, напр., скорость его въ началЪ 1-й 
секунды была 60 метровъ, то скорость его въ конць 1-й, 2-й, 
3-й, 4-й секунды будеть: 50,2 м.; 40,4 м.; 30,6 м.; 20,8 м. 
ит, д. 

$ 25. Уравиеня скорости и пространства. Уравнен!я скорости 
и проетранетва въ равномврно-замедленномь движеши выводятся 
совершенно такъ же, какъ въ равномбрно-ускоренномь движении, 
Называя начальную скорость тфла черезь ®,, получимъ, что 
скорость его: 


Въ началь 1-ой секунды = 
Вь конць 1-ой 5 
2-ой „ 
3-ей я 
” #1 ой г 


м 754/979 


1 — 


Итакъ, уравнеше скорости въ равномфрно замедленномъ 


движении ость: 
ГЕ ИА, зе (1). 


Такъ какъ рядъ послфдовательныхъ скоростей въ равномфрно- 
замедленномъ движенши также предетавляеть ариеметическую 
прогрессйюо, то средняя скорость этого движевшя за нФкоторый 
промежутокъ времени равна полусуммЪ начальной и конечной 
скорости за этоть же промежутокт, времени, т. е. 

2% — а и 


ай 
эн. (2 
щ о (2) 
’ Формулы (1) и (2) можно получить изъ соотвфтетвующихь 
формуль ранно-ускореннаго движеня, если вмфсто -- а подета- 
вить — а. 
Кели вЗуичина ® конечной скорости извфства, то 


Гис +: 


Наконецщь, опредфливъ изъ уравненйя (1) величину (= 


— ® 9 &-и 
= 2а 


и подставивь ее въ ур-е (3), получим 3 


или 8— 


Примъчане. Полезно замфтить, что формулы пройденнаго 
пространства въ равноускоренномъ и равнозамедленномъ движе- 
шяхъ съ начальной скоростью т, представляють не что иное, 
какъ сумму или разность пространетвъ, проходимыхъ тВломъ. вь 
равномврномъ движен!и со скоростью и, и въ равноускоренномъ 
движен1и безъ начальной скорости. 

Дйствительно, если 

а ав 
81 —ЩЁи 3; = 5? то 8—1 — ат" = &. 


НУВ 
НАУКОВА 
БТБЛТОТЕКА 


ый 


Свободное падеше и вертикальное восхождеше тёлъ. 


$ 26. Въ случаф тьлъ свободно падающихь или брошенныхъ 
вертикально вверхъ съ начальной скоростью #,, ускореше а =9 
:. Вы. уравнен!я движен!я принимаютъ слфдующ видъ 


Свободное падеше. Вертикальное восхождене, 
м =...) =... (1) 
ое 
#=и!-- “>. . . (2) . (2') 
2 
. (3) . (3') 
. (4) . (4) 


Е 


При свободномъ падени безъ начальной скорости (&, =0) со- 
отвфтствующия формулы будуть 


" "): 11 (9). 2 (и); а (ди 
в 9 ау 5 (2); в у 8"); 8 зе 


$ 27. Законы свободнаго паден!я тЪлъ въ безвоздушномъ про- 
странствЪ были открыты великимъ итальянскимъ ученым Галилео 
Галилеемъ (1564—1642), справедливо считающимся основателем 
современной механики. Они легко выводятся изъ двухъ основ- 

яв 
и з= 97” 

Замфтимъ прежде, всего, что такъ какъ въ формулы $ 26 не 
входять выражения объема и вфеа, то отсюда прямо слфдуеть, 
что въ безвоздушномь пространств всю эптла, болышя и малыя, 
легыя и тяжелыя, яадають одинаково, т. е. въ одинаковые про- 
межутки времени, начиная съ начала падешя, проходять равныя 
пространства и въ одни и ть же моменты времени имфютъ одну 
и ту же скорость. 

Галилей, открывъ этоть основной законъ, подтвердиль его 
опытомъ, заставляя падать съ высоты наклонной башни въ 200 фу- 
товъ въ городЪ ПизЪ различные предметы, между прочимъ сто- 
фунтовую бомбу и полуфунтовое ядро. Бомба и ядро достигали 


ныхъ уравнен!й 
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земли почти въ одно и то же время: ядро отетавало оть бомбы 
менфе чЪмь на половину ширины ладони. Эту небольшую разницу 
Галилей объяснялъ вйящемъ сопротивлен1я воздуха, разезкаемаго 
падающими тфлами. 

$ 28. Это предположене блистательно оправдалось слздую- 
щимъ опытомъ Ньютона. Взята была стеклянная трубка длиною, 
около сажени, съ одного конца наглухо закрытая, а съ другого 
снабженная оправой, которая оканчивавалась гайкой съ краномъ. 
Поесредотвомъ этой гайки трубка привинчивалась къ воздушному 
насосу. Помфстивъ въ трубку различные мелюе предметы: клочки 
бумаги, перышки, кусочки дерева и проч., выкачивали изъ нея 
новдухъ. Закрывь затмъ кранъ, быстро перевертывали трубку. 
казалось, что всф заключенные въ ней предметы падали на дно 
съ совершенно одинаковой скоростью. Впуская немного воздуха 
инм®чали, что легюя т№ла ифеколько запаздывали въ своемъ па-. 
дони, Наконец» сонершонио открызъ крану и впустивъ весь 
помлужь, Умидфли, что паденю №ль въ трубкЪ происходить с0- 
порионию им же, какь и въ открытомъ воздухЪ. 

Плимь знамонитымь опытомъ было вполнф опровергнуто ста- 
ринное заблуждене, высказанное за 300 слишкомъ лфть до Рож- 
дества Христова греческимъ философомъ Аристотелемъ и держав- 
шееся въ силЪ почти 2000 лть среди большинства ученыхъ, а имен- 
но, что скорость паден!я каждаго тЪла пропорщюнальна его вфсу*). 

9 


$ 29. Изъ уравненя $ — =>, при # =1, находимь 
ь УР: 2 › ПР 


или 9 = 23, 


т. в. ускоренёе свободно падающаго тльла равно удвоенному про- 
странству, проходимому ттломъ въ теченме первой секунды. 
Измфряя тщательно это пространство, Галилей нашелъ, что па- 


*) Еще ранфе Галилей опровергаль учеше Аристотеля, остроумно указы- 
вая на заключающееся въ немъ внутреннее противорфч!е: если тяжелое твло 
падаеть быстрЪе легкаго, то какъ должны падать два тфла, легкое и тяжелое, 
связанныя вмвсть? Съ одной стороны, эта система двухъ связанныхь тфау 
должна падать медленние одного тяжелаго, такъ какъ легкое будеть при па- 
деи задерживать тяжелое. Съ другой стороны, два связанныя тфла должны 
падать быстрюе одного тяжелаго тфла, такъ какъ вфсъ двухъ тВлъ больше 


вфса одного тваа. 
5* 


2 98. 


дающее тьло проходить въ первую секунду 4,9 метра или 16,1 фу- 
та, и что, слфдовательно, ускореше у —= 9,8 метра = 32,2 фута. 
Галилею же принадлежать слфдующе основные законы паде- 
ня твлъ, а слБдовательно и всякаго равно-ускореннаго движен!я 
бевъ начальной скорости: 
Прлофрьтенныя скорости пропоршональны временамъ. 
Проходимыя пространства пропориональны квадратамь вре- 
„мень, 
ДЬйствительно, если тёло двигалось 
уе 
2’ 
ие 


я н о! — 92, 3 я ==. 


# сек., то скорость его в —=9#, а пройденное пространство $ = 
Й. 


Отсюда находимъ 


фа да АВ р ВА, 
за 
В Я ив: #8, 


Такимъ образомъ пространства, проходимыя падающимъ 1%- 
ломъ въ Зи 5 секундъ. относятся между собой какъ 33; 5* или 
какъ 9: 25. 

Наконець, замфтивъ, что и кр въ первую 


секунд; 1 въ двф сек ды 7 . 4, въ три сек. 9. 9, въ четыре 
унду Унды 5 * 5 | 


сек. 5. 16 ит. д., находимъ, что пространство, проходимое во 


9 
вторую секунду = У = ; въ третью сек.: 
1690 99 


въ четвертую секунду: ий. на 


Отсюда заключаемъ, что пространства, проходимыя посл%до- 
вательно въ 1-ю, 2-ю, 3-ю, 4-ю сек. относятся между собой, 


как й: №: > 191. ин как 1:3:5:7..., т. е. какъ 


`рядъ нечетныхь чиселъ, начиная съ единицы. : 

$ 30. Движеше тфла, брошеннаго вертикально вверхъ. Иез: 
жимъ, что нфкоторое тВло брошено съ поверхности земли вер- 
тикально вверхъ. Требуется найти: 1°, въ течене какого вре- 


— р: 


мени оно будеть подниматься; 2°, до какой высоты оно подни- 
мется; 3*, въ течене какого времени оно будеть падать обратно 
на землю; 4°, какую скорость оно будеть имфть при конь 
паден!я? 

Очевидно, что это тфло будеть подниматься равномфрно-заме- 
дленно до тЬхъ поръ, пока скорость его не будеть равна 0. 
Слфдовательно, полагая въ уравнени скорости г — в, — 9 вели- 
чину конечной скорости › —=0, найдемъ время восхожденя тЪла 
нверхъ: 


Е 


ЕВ: И — №: >) * 
неню й =, 3848 Е, сие) 


Поднявшись на эту высоту, тЬло будетъ свободно падать об- 


ратно внизъ безъ начальной скорости. Такъ какъ при этомъ, пол = 


от 
29 


] в? и в о а 
р 20» НАХОДИМ, то ур = у наи, что р... (3). 


Наконець время ке опредфлимъ по уравненйю Ес 


ур-йю (4") $ 26, А — ›_, то, сравнивая это ур-4е съ ур4емъ (2) 


е—98, откуда & = я Сравнивая это ур-е съ ур-1емъ # = ь 
и, принимая во внимане, что © —2,, заключаемъ, что #, = (. 
Итакъ: 1°, 1%ло будетъ падать внизъ столько же времени, сколь- 
ко оно поднималось вверхъ (& — 0) и 2°, при концф падешя оно 
будеть имфть такую же скорость, какъ и при начал восхожден!я 
вверхъ. 

Такимь образомъ, каждой высот подъема соотвфтетвуеть своя 
опредфленная скорость паден!я и, обратно, всякой скорости паде- 
я соотвфтствуеть своя опредфленная высота подъема. Велфдетве 

ы и 
такого замфчательнаго свойства, выражене. й—2 называють вы- 
сотой, соотвътствующей скорости паденёя (г), а получающуюся 
ро 
*) Величипу й = г еще проще можно было найти по уравнен!ю / = Е , 


положивъ въ немъ © а 


отсюда формулу «= 29 называють скоростью, соотвътству- 
ющей высот подъема (®). Е 

$ 31. Не трудно доказать, что скорости брошеннаго вверхъ и 
к свободно падающаго тфла будутъ равны не только въ край- 
нихъ точкахь А и В, но и во всякой про- 
извольной точкЪ С его пути (фиг. 1) или, иначе 
говоря, что веякой высоть № считая её отъ 
поверхности земли, будеть“ соотвитетвовать 
одна и та же скорость У,, весе равно, будеть ли 
ттьло подниматься ввераъь или свободно падать. 


ДВйствительно по ур’1ю (4’) $ 26, имфемъ, 


*— п? 
что высота восхожденя АС=— А, = =) т ... (а), 
тдф 0, есть скорость въ точк С при восхож- 


Фиг. 1. В 
ден!и тфла. 


Если назовемъ черезъ и, скорость въ той же точк® О, прю- 
брётенную твломъ при падени съ высоты ВС, то по ур-№ю (4) 
.? 


$ 26, имфемъ, что та же величина АС — й, = 


Сравнивая равенства (а) и ($), находимъ, что 


‚ откуда, принимая во вниманше, что =, полу- 


ЧимЪ, Что 0, —0,, т. е., что скорость твла въ произвольной 
точкЪ Сего пути будеть одна и та же, поднимается ли оно вверхъ 
или свободно падаетъ внизъ. 

Замфтивъ это, приходимъ къ заключению, что всякой скорости 
®, тЬла, поднимающагося вертикально вверхь или свободно па- 
дающаго ть сооторрнстоусть ев0я опредъленная высота 
ме в — Вы 

ВУ 
соотвътствуеть своя опредъленная скорость т, = 39 ®—1) *), 
тдВ й — полная высота подъема или паден!я, & о — конечная ско- 
рость при паден!и или начальная при подъем. у 


(1) и обратно, что всякой высоть точки его пути 


2 
*) Эта формула легко получается изъ очевиднаго равенства ^—/, = за 


— 88 — 


‚2 

Формулы предыдущаго $: = и -— 20%, относящяся 
къ конечнымьъ точкамь А и В пути, прямо выводятся изъ только 
что полученныхь боле общихъ формулъ, если положить въ (1) 
в; ==0 (для точки В), а во (2) №, —=0 (для точки 4). 


Уравнешя движешя точки по данной траектории. 


$ 32. Движене точки или тВла, разсматриваемаго вакъ точка, 
считается вполнф извъетнымъ, если для каждаго даннаго момента 
времени возможно опредфлить сто, гдЪ находится движущаяся 
точка, а также ея скорость и ускореше въ этоть моментъ. 

Для этого нужно знать: 1*°, траекторию движеня точки, 2°, 
положенйе ея на этой траекторм въ начальный моментъ вре- 
мени, т, е. въ моментъ, съ котораго мы начинаемъ раземотрьше 
движеня, и 3°, зависимость между птостранствомь, проходи- 
мымъ точкою м временемь. 

Положимъ, что извстна траекторйя А.В движущейся точки, (фиг. 2) 
а также извфетно разстояне ОМ = &, этой точки отъ нЪкоторой 
постоянной точки О траектори въ на- 
чальный моментъ времени. Эту постоян- 
ную точку О траектори обыкновенно в 
называють началомь разстоянй. Раз- и р 
стояня по траектор!и, откладываемыя отъ й 
нея въ одну сторону (напр., вправо), счи- 0 
таются положительными а въ другую 
сторону (напр., вл®во)—отрицательны- / 
ми. Въ частпомъ случаф. въ начальный А 
моментъ времени движущаяся точка мо- бое 
жеть находиться въ начал® разетоян!й. 

Тогда $ = 0. 

Если, кромф этихъ данныхъ, будеть еще извфстна зависимость 
проходимаго точкой пространства отъ времени, то движене точки 
будетъ вполнЪ извфетно. 

$ 33. Раземотримъ сперва знакомыя уже намъ зря.молинейныя 
движен!я: равномфрное и равно-перемфнныя. Траекторей, слфдо- 
вательно, въ этихъ случаяхъ будеть прямая лишя. 
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1. Движене равномтрное. Разстояще движущейся точки въ на- 
чальный моменть движен!я отъ постоянной точки О траектори 
(отъ начала разстоянШ) пусть будетъ $. Зависимость проходимаго 
пространства оть времени, какъ извфетно, выражается уравненемь 
= (1). Буквой з будемъ теперь означать не величину прой- 
деннаго пути, но разстояне движущейся точки отъ начала раз- 
стояний, т, е, оть опредфленной точки О траектори. Замфтивъ, 
что начальное разстояне точки, т.е. разстоян!е точки въ началь- 
ный момеь времени (при # = 0) будеть 3,, легко заключаемъ, 
что въ конц времени { разстояв!е точки будетъ 


=. а Зе 5 


Уравненше (2) называется уривнемемь равномьрнаго движеная. 
Зная это уравнеше, не трудно указать мфсто движущейся точки 
для каждаго момента времени, подставляя вмфето { число единицъ 
времени, предшествовавшихь этому моменту. 

Напр., чтобы узнать разстояне точки отъ начала () разстоянй 
въ началф 5-й секунды, надо положить #=4 ит. д. 

Скорость точки есть величина постоянная. Чтобы ее опредфлить, 
напишемъ уравнеше этого движеня для промежутка времени (,. 


. (3). 


Вычитая почленно изъ ур-м (3) уре (2), и -раздфливъ объ 
части на величину промежутка #, —&, получимъ 


Тогда 


Ц 


т. е. скорость равномтрнаго движеня равна отношеню трой- 
деннаго пространства къ времени, что, впрочемъ, найдено было 
уже. ране, 

ПП. Движене равно-ускоренное безъ начальной скорости. За- 
висимость между проходимымъ пространствомъ и временемь вы- 

{ а 

ражается уравнешемь з — 5. Прибавляя ко второй части раз- 
стояне з, движущейся точки въ начальный моментъ, получимъ 


з 
уравнен!е этого движеня з  -- =. › дБ $ означаеть разето- 


яне движущейся точки оть постоянной точки О траектории. 


— ВЫ 


Скорость точки въ произвольный моменть { опредфляется 
уравнешемь о — 4 . 

111. Движене равно-ускоренное съ начальной ‘скоростью 6, 
и движенае Е У выразятся, очевидно, уравнешями 

ав 

= Но > вене и 

Скорости этихъ уравненй, какъ известно, опредфляются ура- 
внешями в —= в +4 и в =ц фм. 

Очень понятно, что уравненйя проходимыхъ пространствъ въ 
этихъ движеняхъ, т. е. уравненя 


а з 
Ве: 4 5: и; в Е 


будуть выфотВ съ тЬмъ и уравневямы движений въ томъ случаф, 
если въ начальный моментъ (1—0) движущаяся точка находилась 
въ начал разетоян!й (3, — 0). 

$ 34. Изь предыдущаго видно, что равном рное движеше вы- 
ражается уравнешемъ 1-Й степени, а равномфрно-перемвнныя 
движен!я выражаются уравненями 2-й степени относительно пе- 
ремфнной величины #. 

Теперь спрашивается, какими уравнен!ями опредфляются дру- 
ця перемфнныя движеня? На это замфтимъ, что могуть быть 
выражены уравнен!ями только ть движеня, въ’ которыхъ имфется 
нфкоторая опредвленная закономфрная зависимость между про- 
ходимымъ пространствомъ и временемъ. Эти зависимости могутъ 
быть очень разнообразны, а слЪФдовательно, и уравненя  этихъ 
движенй имфють самый разнообразный видъ. Это будуть или 
алгебраическя уравненя выше 2-й степени относительно пере- 
мВнной величины (, какъ напр., уравнеше з—2 — 3 -- №, или 
тригонометричесыя  уравнешя, какъ напр, з=5-- 52! 
итд 

Посредствомь этихъ уравненй мы точно также можемъ на 
данной траектори указать мфето движущейся точки въ произволь- 
ный моменть времени. 

Возьмемъ для примфра уравненю 8=2— 31-8. Замфтимъ, 
что, при #=0, 1, 2, 3, 4..., разстояе 8—2, 0, 4, 20, 54... 
Слфдовательно, Е точка въ начальный моменть находи- 
лась на разстояни 2-хъ единиць длины (метровъ, футовъ ит. д.) 


С а 


оть начала разстоянй, затВмъ въ течеше мерсой секунды при- 
ближалась къ нему и окончательно пришла въ него въ конц 1-й 
секунды. Затьмъ съ начала 2-Й секунды она перемфнила напра- 
злен!е и стала удаляться вправо оть начала разстоян й съ весьма 
быстро возрастающей скоростью. 


Опредфлене скорости и ускореня перемфнныхъ прямолинейныхъ 


движенй. 
ы 
$ 35. Во всякомь перемфнномъ движен!и, за исключенемь равно- 
ускореннаго п равно-замедленнаго, скорость и ускорене представляюгь 


перемфнныя величины, измфняюнияся въ каждый слдующйй моменть 
времени. Поэтому понятя объ этихъ перемфнныхь величинахъь составля- 
ютъ, уподобляя ихъ болфе простымт, и уже извъстнымъ понят1ямь: постоян- 
ной скорости равномфрнаго движен1я и постояннаго ускореня равномфрно- 
перемвниаго движевя (равно-ускореннаго или равно-дамедленнаго). 

Скоростью перемъинало движешя точки (или тВла, разсматриваемаго, 
какъ точка) 9 данный моменть времени # называютъ ту скорость, которой 
обладала бы эта точка, если бы, начиная съ этого момента, скорость дви- 
женя влругь перестала измфняться (сдвлалась постоянной), т. е., если 
бы съ этого момента движеше изъ перемфннаго обратилось въ равном - 
ное 

Но скорость равномфрнаго движеня точки изм®ряется пространством, 
которое пройдет, эти точка в, единицу времени. Слфдовательно, скорость 
перемфинаго движеня въ данный моменть времени измфряется тАмь 
пространствомъ, которое прошла бы точка въ сафдующую за этимь мо- 
ментомъ единицу времени (секунду), если бы, начиная съ этого момента, 
движен!е вдругъь сдфлалось равномфрнымъ. 

Совершенно подобнымъ образомъ, ускорентемь перемтннало движеня точки 
въ данный моментз времени 1 называють то ускорене, которое имфла бы 
эта точка, если бы, начиная съ этого момента, ускореше движешя вдругь, 
перестало измфняться (сдфлалось постояннымъ), т. е., если бы съ этого 
момента движеше изъ перемфинаго обратилось въ равномфрно-переми- 
ное. 

Но ускорен1е равномфрно-перемннаго движен1я есть постоянная вели- 
чина измфнен!я скорости въ единицу времени. Слфдовательно, ускорене 
перемфннаго движен!я точки въ данный моменть времени, есть то измфне- 
н{е скорости, которое получила бы эта точка въ слфдующую за этимъ мо- 
ментомъ единицу времени (секунду), если бы, начиная съ этого момента. 
движенше вдругъ обратилось въ равномрно-перемфиное. 

Какъ уже известно, средней скоростью перемфннаго движен1я точки за 
данный промежутокь времени называють скорость такого равномфрнаго дви- 
женя, въ которомъ точка въ этотъ промежутокъ времени прошла бы такое 
же точно пространетво, какъ и въ перемфнвомъ движени. Поэтому, что- 


Роу ее 


бы получить величину средней скорости за какой нибудь промежуток 
времени, надо величину пройденнаго при этомъ пространства раздфалить 
на величину промежутка времени. 

Подобнымъ же образомъ, среднимь ускоремемь перемфннаго движеня 
точки за данный промежутокъ времени называютъ ускореше такого равно- 
мфрно-перемфннаго движен!я, въ которомъ точка въ этоть промежутокь 
времени получила бы точно такое же измфнене скорости, какъ и въ дви- 
женйи перемфнномъ. Поэтому, чтобы получить величину средняго ускоре- 
в1я за какой нибудь промежутокъ времени, надо величину полученнаго при 
этомъ измфнен!я скорости раздфлить на величину промежутка времени, 

Уравнен!я, выражающя опредфленную зависимость между перемфн- 
ными величинами скорости или ускорен я и соотвтствующимь имъ вре- 
менемь, называють уравнешами скорости или ускоренбя переминиено демжемии. 

ИмЪя эти уравненйя для какого нибудь движеня, легко опредфлить его 
скорость или ускореше для каждаго произвольнаго момента времени, если 
подставить, вмЪсто перемфиной величины (, число единиць времени, пред- 
шествующихь этому моменту. 

$ 36. Разсмотримъ тешерь, как, по данному уравиеню перемфннаго 
движен!я можно опредфлить ого скорость и ускореше въ какой вибудь 
заданный моменть времени, а затЬмь, какъ составить уравнен!я скорости 
и ускорешя этого движенйя дая всякаго произвольнаго момента времени. 

Положимъ, что дано уравнен!е движеня з =2-- № и требуется опре- 
дфлить его скорость въ начал» 2-й секунды. 

Вычислимъ средн!я скорости нашего иеремЪннаго движенн за 1-ую и 
за 2-ю секунду движевя. Для этого, какъ извфстно, слёлуегь вычислить 
пространства, пройденных за 1-ую и за 2-ую секунду, и раздфлить ихь 
на величину времени, т. е. на 1 секунд; 

Пространство, пройденное въ 1-ую секун, 

ы е 2ую , +8 —9—1ы7, 

Такъ какъ промежутокъ времени = 1 сек., то 1 и 7 булуть среднйя ско- 
рости за 1-ю и 3-ю секунду. 

Какъ видимъ, он очень сильно различаются другъ отъ друга, а потому 
дають только самое грубое поня1е о скорости въ началф 2-й секунды, 
т, е. что она больше 1 и меньше 7. Чтобы получить болфе точное поняе 
объ этой скорости, будемъ вычислять среднйя скорости дя меньшихъ про- 
межутковь времени, изъ которыхъ одинъ предшествоваль бы моменту на- 
чала 2-й секунды, а другой слфдовалъ бы за нимъ. Возьмемъ промежутки 
въ 1/. секунды. 

Средняя скорость за 2-ую половину 1-й секунды: 


я _ 1—2 — (1. _1 
На 18 па 


== 15. 


Средняя скорость за 1-ю половину 2-ой секунды: 


аа ной, 9 
? я а - 


= =4, 


ЗНС 


Возьмемь промежутки времени въ 1, секунды. 
Средияя скорость за 4-ю четверть 1-й секунды: 


1—0 1—2 Ы— 
к. сы 


Е 12] 
т = г, ® = п = 2,3195. 
+ Средняя скорость за 1-ю четверть 2-Й секунды: 
# 2+6 —2—1 1% 
ат ВТ а = 3,8195, 


| УЛ 
Какъ видимъ, величины среднихъ скоростей сближаются но м6рЪ умень- 
шенл промежутковъ. Возьмемъ еще меньийе промежутки. 
Средыйя скорости для смежныхь промежутковъ въ 0,1 секунды: 


Яя _ 2+1 — 0129 _ 02 


0, ол = ВЕРЕ. 
За 2 +- 1,331 —1 0,331 
м, 


Средыя скорости для смежныхъ промежутковъ въ 0,01 секунды: 
м—%ю 2-1—2—0,970299 0,029701 


о = 0,0т = бог = 2,9701: 
зн _ 2 1,030301 —2 0.030301 _ 
от = 0,01 а 


Теперь уже ясно, что среднйя скорости, по мфрь уменьшешя проме- 
жутновъ до нуля, безгранично приближаются къ величин 3, какъ къ пре- 
двлу. Это предфльное значене и есть скорость вашего перемфннаго дви- 
женя въ начал 2-ой секунды. 

Вычислимь величину этого предфла. Для этого опредфаимъ среднюю 
скорость перемфннаго движен!я ддя весьма малаго промежутка времени, 
сафлующаго за 1-Й секундой. Назовемъ величину этого промежутка через 
ДА: Тогда средная скорость 


мм ++ ТЕЗ 1 _ 
м д = д 
з 
ИР 2 а иди 


Чтобы найти предфлъ средней скорости, надо положить /\! = 0; Ири 
этомь члены, содержаще ДА, обратятся въ пули, и мы получимъ, что 
предвль средней скорости = 3. 

Тоже самое значене мы получили бы, если бы вычислязи предфльное 
значен!е для промежутка времени, предшествовавшаго началу 2-ой секунды, 
при уменьшени величины этого промежутка до нуля. Итакъ скорость 
перемьннаю движешя въ данный моменть времени есть предиль средней ско- 
рости этого движения для промежутка времени, предшествующело или слт- 
диющино за этимь моментомь, при неотраниченномь умсньшещи этош проме- 
жутка до нуля. 


АЕ 


Найдемъ теперь скорость нашего движеня въ произвольный моменть 
времени #. Для этого вычислимъ среднюю скорость этого движешя ддя 
весьма малаго промежутка /\ё, слфдующаго за этимъ моментомъ, и затВмь 
найдемь предъль этой средней скорости. Средняя скорость за про- 

8 —д, о 
5 ‚ИЕ + ее аа 
_ в зв де 3 (ДД в 38 ДЕ+ 31 (ДО (ДО 
Е. = а МО ТЬ ЕЙ 
= 3-3 Д!-- (ДО. Предьть средн. скорости (при ДЕ=0) = 38. 

Итакъ, скорость нашего движенйя за произвольный моменть времени 
опредфаляется уравнешемъ г = 38. 

$ 36. Для провфрки правильности опредфлен!я скорости перемфннаго 
движен!я вычислимъ еще скорость въ произвольный моменть движешя 
свободно падающаго тЪла безъ начальной скорости %%. Уравнен1о этого 


Иа 
движения я =-5 
Средняя скорость для промежутка времени Де, слфдующаго за момен- 


томь (, будеть ЕЕ Ь м 2 д 9 @ +05 ий = 


обиде и Де ИЕ а (ДО _ 
О ух 
эИМоАь 


бу! — 8, 
Предать ИХ (при ДЕ = 0) = 94. 

Итак», скорость этого движеня за произвольный моменть { будеть 
опредфляться уравнешемъ г = 0, которое уже было нами найдено хру- 
гимъ путемъ, 

$ 37. Перейдемъ теперь къ опредфленйю ускореня перемфвнаго дви- 
женя въ произвольный моменть времени. 

Мы только что раземотрфли, какъ по уравиемю перем®ннаго движения 
опредфляется его скорость. Совершенно подобнымъ же образомъ изъ урач- 
пении скорости перемфннаго движеня опредфляется его ускореше. 

Возьмемъ наше прежнее уравнене движеня в = 2 -+- {8 и постараемся 
опредфлить его ускорене въ началь 2-ой секунды. 

Мы уже знаемъ, что уравнеше скорости этого движеня есть и = 31. 

Вычислимь среднее ускореше въ 1-ую и 2-ую секунду движешя. Для 
этого найдемъ величины измфненя скорости за оба эти промежутка вре- 
мени и раздфлимь ихъ на величину этихъ промежутковъ, т. ©. на одну 
секунду. : 

› Среднее ускоренёе за 1-ю секунду *) = "7" — зе 3. 


ж.. 
„ . С Са бабы т ет 


Е *) Начальная скорость из = 0, такъ жакъ изъ уравненйя " = 3 ®, сяфдуеть. 
что при =Оне=0. 


аб: 


Такъ какъ вайденныя величины среднихьъ ускорен!й сильно различа- 
ютел другь оть друга и даютъ лишь очень грубое повяче объ ускоренти въ 
начал» 2-ой секунды, т. е., что оно болфе 3 и менфе 9, то вычислимь 
дредя ускоренйя для болфе малыхъ промежутковь времени, напр. в» 0,1 
н 0,01 секунды, изъ которыхъ одинъ предшествоваль бы моменту начала 
2-ой секунды, а другой слЪдоваль бы за нимъ, 

Среднйя ускоревйя для смежныхъ промежутков въ 0,1 секунды: 


ии» _ 31 — 3.0,58 


ОИ = ой р 
ты фи _ 3.50 —3 
Сл ии [9 
Средёйя ускоренйя для смежныхт, промежутковь вл, 0,01 секунды: 
н—юю _31—3.049 8 —2.0408 
ом “о и см = 
За „НЗ _ 3.0008 —3 _ 
Ор Тимор. 46.0 (79 


Какъ видимь, среднйя ускорешя, ио мфрЪ уменьшешя промежутков» 
времени до нуля, неограниченно приближаются къ иЪкоторому предфлу. 
Это предфаьное значеше среднаго ускоревзя и есть ускореве перемфннаго 
движен!я въ начал 2-ой секунды. 

Для того, чтобы вычислить величину этого предфла, найдемъ среднее 
ускорен!е для весьма малаго промежутка времени Л, слздующаго за’ 1-Й 
секундой, и затьмь, въ полученномь выражени нодожимт, что величина 


"+ м- 3440—3414 3+64143(Д0Я 
Ав д! Е: Аб ь 


Таким. образомъ, искомое ускореше въ начал 2-ой секунды = 6. 

Такое же точно значеше мы получили бы, Вычисляя предфлъ средняго 
ускоревя для промежутка времени, предшествовавшаго данному моменту, 
при уменьшени величины этого промежутка до нуля. 

Итакъ, ускорене нереминнало движешя вз данный моменть есть предъяь сред- 
нию ускорешя для промежутка времени, предшествующало, или сльдующино зи 
этим» моментомь, при уменьшенти этою промежутка’ 00’ нуля. 

$ 38. Перейдемъ теперь къ болфе общему вопросу, какъ опредфлить 
ускорен1е давнаго перемфннаго движен!я въ любой момевть времени, или 
иначе говорл, какъ найти уравнене, связывающее дв перемфнныя вели- 
чины: ускорене а и время 1. 

Дая этого положимь, что слЬдуеть найти ускоренйе для произволь- 
наго момента, напр. для конца #-ой секунды. 

Согласно предыхущему, найдемъ сперва среднее ускорене для весьма 
малаго промежутка времени +, слфдующаго за этимъ моментомъ и за- 


: — 31 — 
тЬмь опредфанмъ предфль средняго ускоревя, предиолагая, что промежу- 
токь ДЕ уменьшается до нуля. * 


й Е Ат № 3 ((-- д0ё3 а 
Среднее ускорсше = ети) Иа 


в--6 1! -+-3 (д0*—3 а _ 6:4 :-+-3 (д 
ета ад 
Предфаь выраженя 6 #-+3Д! (при Д! = 0) =6 (. 

Итакъ, искомое ускорене а = 6 |. 

Полученное уравневе и есть уравнеше ускоренйя даннаго перемфннаго 
движеня. Подставляя въ немъ вмЪфето { любое значене 1,2,3,.... секуп- 
ды мы тотчась же получимъ величину ускорешя для конца 1-ой, 2-ой, 
3-ьей... секунды. 

$ 39. Для примфра опредфанмъь еще ускореше свободнаго паденя 
безь начальной скорости ",. Уравнен!е этого движеня есть $ = 1/4 0. 

Уравнен!е скорости, какъ уже было выведено ($ 36), есть г = 96 

Средиее ускорене для промежутка Де, сафдующаго за моментомъ кон- 
ца времени { будеть 


и Ч @А-и ИД! -и 
& я 7% за А! 
Дан уприжиени проллагаомь прозфрить уравнешял скорости и уско- 
ренйл дли движонИ, ланныхь слйлующими урзненями: 


о. 


= 6-1; а=191. 
Й би=ве—21-;  @=61-2. 
в=4в— 38; а=12—6# 


в м -- +9; к=Зт@-2н р; а= бт 42, 

Ишь ралсмотрёшя этихь ур- легко можно замфтить законь составае- 
и! уравнензя скорости изъ уравненя движеныя, и уравнешя ускоренйя 
изъ уравненйя скорости, если 2-я часть уравнен!Й имфеть видъ алгебраи- 
ческаго многочлена. Именно, чтобы изъ уравненя движеня найти урав- 
нене скорости, надо у вевхъ чденовъ, содержащихь перемфнную вели- 
чину /, понизить показателя на 1, & коэффищшенть умножить на прежняго 
показателя; члены же, не содержание перемфнной #, отбросить. Точно 
такимъ же образомь изъ уравнев!я скорости получается уравнеше уско- 
ренйя, 


Графичесый способъ изображешя движенй. 


$ 40. Изучене различныхъ движен!Й заставляеть насъ разли- 
чать два рода величинъ, характеризующихь движене, а именно 
величины яостоянныя и величины переменныя. 

Такъ мы знаемъ, что скорость въ равномфрномь движеи и 
ускореше въ равномфрно-перемфиномъ движен!и суть постоянныя 
величины. Наоборотъ, пространство и время во всякомъ движени 


ВЕ 


суть величины перемфнныя. Точно также, скорость въ перемн- 
номъ движенш, а также ускорене во всякомъ перемённомъ. 
движени, кромф равномфрно-ускореннаго и равномфрно-замедлен- 
наго, также суть перемфнныя величины. 

Это справедливо только относительно прямолинейныхь дви- 
женйй, Въ дальнфйшемь мы увндимъ, что въ криволинейных 
движен!яхъ скорость и ускорене всегда будуть перемфнными ве- 
личинами, хотя бы эти движеня были и равномьрными, 

$ 41. Разематривая различнаго рода уравненя движеня: 


а? а 
р 5 == 5} 8 21-2... 


а также уравнешя скорости и ускорения: 
— и ай; "= 2 +30; а= 6... 


мы легко замфчаемъ, что всф перемфнныя величины, какъ-то: 
пространство з, скорость и, ускорее а являются перемьнными 
зависимыми или функи ями одной и той же перемвнной незави- 
симой, а именно времени /. 

Опредфлить въ каждомъ частномъ случаЪ видъ этой функщи 
или, говоря иначе, составить уравнеше, связывающее эти вели- 
чины съ временем !, и значить найти аналитически законъ 
движения для этого частнаго случая. 

Въ общемь видф функщональную зависимость между перемвн- 
ными величинами изображають буквами Ё, /, Ф, ф, ит. д. 

Такимъ образомъ 8— К (1), = (0 ит. и. 

$ 42. Познакомимся теперь съ графическимь изображенемь 
законовъ движения. Этотъ способъ, уступая въ точности аналити- 
ческому (выражен!ю законовъ движешя уравнешемъ), превосхо- 
дить его своею наглядностью. 

Построимъ, во-первыхъ, лин пространства, проходимаго точ- 
кой въ равномфрномъ движени, предполагая, что въ начальный 
моменть времени (т. е. при #=0) точка находилась въ начал 
разстояшй (, —0). 

Вопросъ сводится, слфдовательно, въ построеню уравненшя 
8—5, гдВ › есть нёкоторая 7тостоянная величина (2, 3, 4.... 
сантим. ит. п.). 


= $8:— 


Возьмемъ дв, прямоугольныя оси координать ОХ и ОУ (фиг. 3) 
и на одной изъ нихъ, напр., на оси 2-въ отложимъ отъ начала 0 
координать въ опредфленномъ масштабф равныя ‘части 1, 2,3. 
соотвЪтетвующя  единицамъ 
времени (напр., секундамъ), 
затфиъ изъ точекь дфленя 
возетавимъ перпендикуляры и 
на нихъ отложимъ величины 
41, В2, 03.... соотвыт- 
ственно пройденныхь про- 
странетвь (также въ опред®- 
ленномъ масштаб). Соединивь 0’ теч т 
полученныя точки 4, В, С.... фиг. 3; 
съ точкой О, получимъ иско- 
мую лин ОМ пространства, которая будеть прямая, такъ какъ 
выражаются урниненемь 1-ой степони *). 

"Мо трудно повтронуь лишю пространства въ равномфрномь 
ДВО, обли и» мачальный моменть точка не находилась въ 


НАЧАА® равстонийя, по уравненшю #== 8% 5 =. 
Поли начальное разстоян!ю 8, ТОЧКИ 
находится направо оть начала разстоя- 


ШИ, то оно считается положительным 
и откладывается по оси у-вЪъ вверхь отъ 
точки 0), аесли оно находится 6160 отъ 
начала разстоянй, то считается отри- 
цательным»ъ и откладывается внизъ оть 
точки О (фиг. 4). Въ остальномъ построе- 
ве вполнЪ тождественно съ предыду- 
щимъ. Прямая АМ представляетъ гра- 
фически уравнеше з, =, 1, а прямая ВР — уравнеше 
= — 1 *"). 


Фиг. 4. 


*) Полезно замфтить, что величина ума наклона прямой пространства къ 
оси 2-въ характеризуеть скорость деижежя. Дфйствительно изъ чертежа ви- 


41 В? 41 В? 
димъ, что бт = 0 =. --- = тов. Но отношешя о =.... суть 


отношен!я пройденныхъ пространствъ къ времени и, слдовательно, предста 
вляютъ скорость + равномфрнаго движеня. Итакъ, © = апда, т. е. скорость 
равном®рнаго движения есть тангенсь угла наклона прямой пространствъ 
къ оси х-въ (къ оси временъ). 

*) Очевихно, что *; = 1анде: ‚ а кз = дез. 


—. 84 — 


Въ точЕЪ А, соотвЪтелвующей концу 4-ой секунды, прямая ВР 
пересфкаеть ось 2-въ. Это показываетъ, что движущаяся точка, 
находившаяся первоначально влфво оть начала разстояй, въ 
концф 4-ой секунды пришла въ эту точку, а затЬмъ стала оть 


нея удаляться вправо (фиг. 5). 
Очевидно, что не слфдуеть см®\шивать ли- 


ню пространства, т. е. линю, графически 
выражающую зависимость между пройденнымь 
пространствомъ и временемъ, съ траекторей, 
или путемъ движущейся точки. Въ криволи- 
нейномъ равномфрномь движени уравнене 
пройденнаго пространства будеть такое же, 
Эго, какъ и въ прямолинейномъ, т. е. 8—6, т. е. 
лишя пространства будеть прямая, хотя траекторая будетъ— 
кривая линия. 
$ 43. Построимъ точно таким же способомъ лин1ю пространствъ 
равномфрно-ускореннаго движеня безъ начальной скорости при 
услови, что въ начальный моментъ (#=0) 
точка находится въ начал равотоянй 
(& =0), т, е. построимь уравнене 
=. Линя пространства (фиг. 6) бу- 
деть въ этомъ кривою, а именно зара- 
болой, вершина которой совпадаеть съ 
началомь О координать. 
Кривыя  пространствь равномёрно- 
Фиг. 6. ускоренныхь движенй 
в==-- с: из Ни -- ее 
также представляють з@раболы *), но съ вершиной, не находя- 
щейся въ начал координатъ. На фиг. 7 изображены три кривыя; 
соотвфтетвующйя тремъ частнымъ случаямъ уравненй равном р- 
но-ускореннаго движеня, а именно уравнешямъ. 
8, = 1,518: 8, 21-15 и в, =4 + 20160, 
т. е. при а=3; %=2 и 8—4. 


таече $) 


*) Такъ какъ всякое ‘уравнеше, въ которомь одна перемёниая 1-ой сте- 
пени, а другая 2-ой степени графически изображается параболой. 


В = 


Кривыя пространств равномрно-замедленныхь движен!так- 
ии’ будутъ параболы, но обращенных не выпуклой, а вогнутой 
стороной къ оси 2-въ (къ оси временъ). 

Линш пространствь другихъ пе- 
`емфнныхь движенШ  представляють & 

5 


: 


пиюже разаичныя кривыя. г. 
; 
$ 14. Совершенно такимъ же обра- ` хх 
омъ строятся ливи скоростей и уско- # 


рен, Чтобы построить лин ско- 
рости равномфрнаго движешя, отло- 
жимъ на ови 2-въ (временъ) равныя 
части (фиг. 8), соотв\тствующия 1, 2, 
ц.... Г единицамь времени, а на воз- 
‹гавленныхь перпендикулярахь отло- 
жимъ одинаковыя величины скорости (#). 
Прямая АВ, соединяющая концы пер- 
нендикуляровъ и параллельная оси временъ, выражаетъ искомую 
ин ю скорости. Слфдуеть замфтить, что величина пройденнаго 
пространства 8 выражается площадью 

прямоугольника ОАДВЬ такъ какъ 


Фиг. 7. 


ОА—ь, ОЕ=Ь а 8=. у 
Линя скорости въ равноускорен- А 
номъ движещи безь начальной ско- ч/ 
рости (‚= изобразитея, очевидно, т И + х 


прямою ОА, проходящею черезъ на- 


Фиг, 8. 
чало ( координать и наклонною къ 


в 
оси временъ *) ох (фиг. 9). Плошадь Д-ка Ол выра- 


жаеть величину 8 пройденнаго пространства. 


*) Полезно замфтить, что ускореше въ равно-ускоренномъ движени хэ- 
тактеризуется угломъ « наклона лини скорости къ оси временъ ох. Дфйстви- 


1 
тедьно отношеше 0} = ное. Но отношеше скорости къ времени въ 
'равно-ускорениомъ движенйн и есть ускореше, такъ какъ изъ урЧя и = и! 
ы 
имфемь й = р. Итакъ, а = {44 @, т. е, ускореще равно-ускореннаю_движе-. 


мя выражается тантенсомь зла’ ноклона: лиши сворости к» дом времены 


3* 


ВЕ Е 


Проведя изъ точекъ 1, 2, 3.... прямыя, параллельныя ОА, а ' 
изъ точекъ пересёчен!я перпендикуляровъ съ прямою ОА — пря- 
мыя, параллельныя оси х-въ, разобьемъь площади, выражаюцщия 
величины пройденныхъ про- 
странствь на равные тре- ` 
угольники. Изъ чертежа 
видно, что отношен!е площа- 
дей: 081:002:0103:...= 
=1:2?: 3%...., а отноше- 
н1е площадей 081: ВС12 : 
ЗОО .: —1.1 8:6 а 
т. е., что пространства, про- 
ходимыя въ одну, дв, три... 
единицы времени, относятся, 

о. № как квадраты соотвфтствую - 
щихь временъ, а пространства, проходимыя въ первую, вторую, 
третью.... единицу времени, какъ рядъ нечетныхъ чиселъ, что и 
выведено было ранфе ($ 29). 


у У| А 

А 

ко . > 

Глаз хх ы х 
Фиг. 10. Фиг. 11. 


Вь равно-ускоренномъ движеши съ начальной скоростью  - 
лин!я скоростей (› =, -|- а{) изображается прямою АВ (фиг. 10), 
а величина пройденнаго пространства площадью трапещи ОА! = 

Г] ай * 
= ва ) 


ве: АТ 


“) Замфтимъ, что трапешщя ОАВ! состоитъ изъ прямоугольника 0.40%, вы- 
ражающаго пространство, пройденное во время ( въ раввомрномъ движент 
со скоростью "„ и треугольника АВС, выражающаго пространство, пройден- 
ное въ то же время въ равноускоренномь движен!и, съ ускорешемъ а. 


ВУ ы 


Читателямъ. усвоившимь сущность. графическаго способа, не 
трудно догадаться, лини какихъ скоростей движен! изображены 
на фиг, 11 и 12 *). 

Въ общемъ случаз перемфннаго дви. 
женя, въ которомъ не только скорость, У| д 
но и ускореве — перемфнная величина, 
линНя скорости изобразится нфкоторой 
кривой, напр., АВ (фиг. 13). в 

Площадь ОЛ, замыкаемая этой кри- 0 х 
вой, осью временъ и двумя ординатами 
ЛО и В, представляеть, какъ и ранфе, 
иройденное пространство. Опредфливъ среднюю ариеметическую 
изъ скоростей, выражаомыхь ординатами АО, 4,1, А, 2....ВЬ 
Айдемь 0, 


Фиг, 12. 


мЪинаю движ 
ди примую 4, В, 
вльню оби премень 
(ии), получим прямоуголь- 
никь ОЛ, В,  равновеликй 
площади ОЛВ, и, слвдова- 
тельно, также представляющий 
ноличину пути, пройденнаго 
по время #. 
Упражнения. Построить лиш пространетвъ, скоростей и ускоре- 
ШИ слфдующихъ движений: 


Фиг. 13, 


1. Свободнаго паденйя тёлъ: 9" 1вефу= 4,9(метр.). 
2. ва ЯЕ, тДВ %=4 м. 

3. = и ТД $ —2 №; % —4 м. 

4. = а тдВ 0, —=30 м. 

5. в=8—1— ИР, 


*) Какое взначеше иметь тангенсь угла « наклона прямой АВ (фиг. 11 
и 12) къ оси х-нъ (временъ)? 


273975 


6. Построить линшо пространствъ движен!я, заданнаго слфд. 
таблицей: 

$ Ск 3:3; 5 ТЕ 

8 (метр.): 2; 2,5; 2,8; 3; 3/4; 2,6; 2,1; 1,5; 0,7; 0, 


бложеше прямолинейныхь движенй. 


$ 45. До сихъ поръ, при изучени движенй, мы прецполагали, 
что точка (или тЪло, разсматриваемое, какъ точка) имфеть толь- 
ко какое-нибудь одно опредфленное прямолинейное движенше. Въ 
дЬйствительности, однако, точка (или тфло) можеть имЪть одно- 
-временно нфеколько движен!й по различнымъ направлешямь и 
съ различными скоростями или, лучше сказать, точка (или т№ло) 
имфеть одно сложное движеше, составленное изъ нЪсколькихъ 
простыхь движенй, въ которыхъ она одновременно участвуетъ. 

Такъ напр., путешественникъ, гуляющй по палубь парохода, 
идущаго внизъ по р®кЪ, имфеть одновременно сяфдующия движе- 
н1я: в0-первыть, онъ движется съ извфстной скоростью по палубЪ 
по нЪкоторому направлен, которое или одинаково, или 
прямо противоположно движению парохода, или наконець соста- 
вляеть съ нимъ извфетный уголъ; в0-вторылть, при этомь онъ 
перем щаетея вмфетВ съ пароходомъ по направлен1ю собственнаго. 
движен!я парохода *) и съ тою скоростью, съ которою пароходъ 
двигался бы въ стоячей водЪ; вэ-третьихь, пароходъ вмфетв съ 
путешественникомь переносится рёкою по направлению ея тече- 
ня и со скоростью движешя воды въ рькф. Наконець можно при- 
нять во внимаше, что путешественникъ вмЪетВ съ пароходомъ и 
съ самой рфкою участвуеть въ двоякомъ движен!и земли вокругь 
ея оси и вокругь солнца. 

Наблюдатель, стоящий на палубЪ того же самаго парохода, 
можеть видфть только одно первое движене путешественника, 
Наблюдатель, стоящИЙ на берегу, видить, что движене путеше- 
ственника есть сложное или составное изъ трехъ первыхъ #ро- 
стыхъ движенЙ. Это сложное движене называется абсолютнымъ 
по отношенйи къ неподвижнымь земнымь предмётамъ, хотя, стро- 
го говоря, оно не будеть абсолютнымъ, такъ какъ сама земля 
также движется. 


*) зависящаго отъ направлешя руля. 
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№ели вообразить наблюдателя, находящагося въ неподвижномь 
мЪстж пространства и слфдящаго за путешественникомъ, то только 
такой наблюдатель могь бы усмотрёть истинное ‘абсолютное дви- 
жене путешественника, какъ составное изъ движен!Й; самого 
путешественника, парохода и, наконецъ, земли. 

Опредзлешемь истиннаго абсолютнаго движеняо занимается 
небесная механика, т. е; наука о движени небесныхъь тЬлъ, со- 
ставляющая часть астроном. Для цфаи нашего курса совершен- 
но достаточно опредфлить абсолютныя движешя въ только что 
указанномъ значени, т, е. но отношени къ неподвижнымь зем- 
нымь предметамь. 

Приведемъ еще примфръ: По горизонтальному прямому жолобу, 
неподвижно лежащему на полу, катится шаръ. Движеше центра 
шара будеть простое прямолинейное *). Но если станемъ передви- 
тать жолобъ по полу, то движеше центра шара будетъ уже сложное, 
состоящее изъ движешя шара по жолобу, называемаго отноеи- 
теёльнымъ движенемъ, и движеня жолоба по полу, называемаго 
переноснымь движемемъ. Переносное движен1е, очевидно, есть 
ничто иное, какъ движене самой траектори, описываемой 
относительнымъ движешемь **). 

$ 46. Само собой понятно, что въ томъ случаЪ, когда слож- 
ное движене состоить изъ двухъ простыхъ движен!, направлен- 
ныхъ 70 одной прямой, пространство, пройденное вЪ сложномъ 
движени въ нфкоторое время #, будеть равно сумлиь или раз- 


*) ВСВ остальныя точки шара имъють сложное движение, составленное изъ 
движен!И: прямолинейнаго по жолобу и вращательнаго при каташи. Движене 
вевго шара, разематриваемаго, какъ система составдяющихь его матер!аль- 
ныхь точекь, также будетъ сложное, составленное изъ постунателинаго дви- 
женя по жолобу и прищательнало около центра. 

**) ЗАЪсь умфстно упомянуть еще о такъ называемыхъ хажушисся данже- 
ияаь. Такъ называются движешя, которыя видить наблюдатель, самъ пере- 
ивщающИйся въ пространств®. Само собой понятно, что ати движешя не со- 
отвфтетвують дЬЙствительности. Такъ напр., мы видимъ, что солние и ав®ады 
движутся съ востока на западъ. Эти движения суть только кажумияся, про- 
исходянИя оттого, что мы наблюдаемъ ихъ, сами находясь на земномъ шар%, 
вращающемся въ обратномь направлеши, т. е. съ запада на востокъ. Точно 
также путешественнику, находящемуся на пароход®, кажется, что онъ стоить 
на одномъ мфетВ, а берега плывуть мимо него въ направлени, обратномъ 
движению парохода, и т. д. 


ИЕ 


‘ности пространствъ, пройденныхъ въ это же время въ каждомъ 
изъ простыхъ движенй, смотря по тому, направлены ли они въ 
одну сторону или въ прямо-противоположныя стороны. 

Если 0ба простыя движеншя суть вмЪестЬ съ тфмъ и равно- 
мфрныя со скоростями %, и и,, то пространство, пройденное во 
время # въ сложномъ движени, будеть $ =, ==, =; (5%, # 
==, == 4) Ё или 8—1, ТДЬ 0—0, =. 3 8 

Итакъ, сложное движене въ этомъ случа будеть также равно- 
мтърное, и скорость его будетъ равна суммю или разности ско- 
ростей составляющихъ движен!й, смотря по ихъ направлен!ю. 

Очевидно, что это правило легко распространить на случай, 
когда сложное движене состоить болфе, чфмъ изъ двухъ простыхь 
движенй. 

Примьрь 1. Скорость парохода въ стоячей водв равна 4,5 
метра въ 1", а скорость теченя рЪки 1,2 метра въ 1". Найти 
пространство, пройденное пароходомъ: а) внизъ и в) вверхь по 
течению въ 10 сек., а также скорость сложнаго движешя въ обо- 
ихъ случаяхъ. 

Отвьть. а) в=4,5 + 1,2 =5,1 м.; 8—5,1, 10—57 м. 

д в) в—=4,5 —1,2=3,3 м.; 8=3,3, 10—33 м. 

Примтрь №. Сохраняя предыдущя условна, найти абсолютную 
скорость путешественника, гуляющаго по палубь парохода со 
скоростью 0,4 метра нь 1", а также абсолютную величину его 
перемфщеня въ 10 секундъ, если пароходъ идеть по теченйо, а 
путешественникъ идеть прямолинейно: а) отъ кормы къ носу па- 
рохода и в) обратно, 

Отвьть. а) в=6,1 м.; 8=61 м. в) 5=5,3 м.; 8=58 м. 

$ 47. Если оба простыя движешя равноускоренныя и напра- 
вленныя 70 одной прямой, то и сложное движеше также будетъ 
‘равноускоренное. Въ этомъ сложномъ движени проходимое про- 
странство, скорость и ускореме будуть соотвётственно равны 
сумм или разности проходимыхъ пространствъ, скоростей и 
‘ускоренйЙ составляющихь движен, смотря по ихъ направленю. 


О и 
ва" и =(." 1+") 
а 


. 
«=( =“) ее (и=) Ее 5, 


ТДВ 0-Е" и а=а'-5а". 


р 


Итакъ, въ сложныхь движешяхь складываются не только прой- 
денныя пространства или перемфщеня, но также скорости и 
ускорешя составляющих движен!й. 

$ 48. Параллелограммъ перемфщенй. Обратимся теперь къ раз- 
‹смотрфн!ю сложнаго движешя, составленнаго изъ двухъ простыхъ 
лвиженйй, направленныхъ подъ угломъ другъ къ другу. Докажемъ, 
что въ такомь сложномь движении перемтщене будеть также 
равномърное и равное то величинь м направлентю 9агонали па- 

_  раллелограмма, построеннаго на перемтщеняхь составляющихь 
бниженй, какъ на сторонахъ. (Теорема параалелограмма пере- 
мицен). 1 

Воспользуемся для доказательства уже приведенным примфромъ. 
Положим, что по лежищему на торизонтальномь полу жолобу 
ранномфрио движется по направленю АВ шаръ со скоростью и , 
и в% то Жо самое время самъ жолобъ движется равномфрно по 
нолу, поромфщаясь по прямой АС, параллельно самому себ (т. е. 


Нобрузиигольно) со скоростью т,. Требуется опредфлить абсолют- 
09 ДВИжено центра О шара, двигающагося такимъ образомъ равно- 
МИрио и прямолинейно, одновременно по двумъ направленямь: 


Но ЛА со скоростью г, и по АС со скоростью 0». Когда центръ 
шпра черезь / секундъ послф начала движеня пройдетъ по пря- 
мой А.В жолоба путь ОМ, =, в, въ это самое время жолобъ, а 
значить и прямая (траекторя) АВ перемфстится по прямой РТО 
ни величину ОМ, — и, (фиг. 14). 


Очевидно, что въ конц времени {, центръ шара будеть находить- 
ся въ точкф 0,, которую найдемъ, проведя изъ точки М; прямую 
М,0,, параллельную АС до пересфченя съ прямою М, В. 


Е 


Точно также черезъ /, секундь посл начала движеня центръ 
О шара пройдеть по АВ путь ОМ, =, а сама прямая АВ 
пройдеть путь ОМ, — в, &,, велфдетве чего центрь шара перем%- 
стится въ точку О,. 

'Соединимъ точки О, и О, съ точкой О и докажемъ, что пря- 
мыя 00; и 00, составляютъ одну и ту же прямую. 

Д-кь 00,№, подобень Д-ку ОО,М,, такъь какъ Х М=М, 

ом ,м , зи м 
и ом, — о, ). Поэтому 0, ОМ, = ДО, ОМ,, а это воз 
можно только тогда, когда прямая ОО, и 00, предетавляютъ 
одну и ту же прямую. 

Точно также можно доказать, что черезь (, секундъ центръ 
шара будеть находиться въ точкЬ 0,, лежащей на той же прямой 
00, ит. д. 

Итакъ, доказано, что центрь шара перемфщается по прямой 
00,. Но, очевидно, что четыреугольники ОМ,0,№,, ОМ, О, М,, 
ОМ,0,М,..., противоположныя стороны которыхъ параллельны, 
суть параллелограммы, а прямыя ОО,, 00,, О0,, — магонали ихъ. 

Наконець, изъ подобя тьхъ же ЛД-въ 00, М, и ОО, М, на- 
ходимъ, что Оо А т. е. что пути, прой- 

ы пая. а СВАИ "ЗОМЫЙ ь 
денные точкой О въ сложномъ движеши, пропорщюональны време- 
намъ, изъ чего слфдуеть, что это движене  равномфрное. Та- 
кимъ образомь теорема параллелограмма перем щен! доказана. 

$ 49. Параллелограмиъ скоростей. Легко доказать теперь, что 
въ разоматриваемомь сложномъ движеши, составленномь изъ 
двухь равномфрныхъ движешй, направленныхь подъ угломъ, ско- 
рость по величинь м направленю равна багонали паралле- 
лограм.ма, построеннаго на скоростяхъ составляющихь движе- 
и, какъ на сторонахъ. (Теорема параллелограмма скоростей). 

Дуйствительно, такъ какъ въ равномфрномъ движен!и скорость 
измфряется путемъ, пройденнымь въ единицу времени (секунду), 
то, положивъ (, =1, найдемъ, что скорости в, и в, соотвЬтетвенно 
*) Ом = ОМ =; 0, № = ОМ, =. Сафховательно, пропорщию 
и в 
ый п 


у 
те = га можно представить ив видф очевиднаго равенства 


в. 


#7. 


248 = 


изображаются отрфэками ОМ, и ОМ,, а составная скорость в 
сложнаго движен!я изображается отрфзкомъ ОО, т. е. магональю 
параллелограмма ОМ, 0, №,, стороны котораго изображають ско 
рости и, И и, что и слфдовало доказать. 

$ 50. Параллелограммъ ускоренм. Точно также не трудно до- 
казать совершенно подобнымъ же образомъ, что движене, слож- 
ное изъ двухъ составляющихъ равноускоренныхь безъ начальной 
скорости движен!й *), есть также движеше равноускоренное безъ 
начальной скорости и что ускорене езо равно по направлено ш 
величин багонали параллелограмма, построеннаго на ускоре- 
язь составляющихь движенй, какъ на сторонажъ. (Теорема 
параллелограмма ускоренйй). 

Воспользуемся для доказательства предыдущимь примфромъ, 
предположивь только, что какъ движене центра шара по жолобу, 
такъ и движене жолоба по полу будуть равноускоренныя съ 
ускорешями а; и а,, но безъ начальной скорости. 

Когда центрь О шара (фиг. 14) черезъ // секундъ посл на- 
аа? 


чала движеня пройдеть по прямой АВ путь ОМ, —= 

же время прямая АВ переметится по АС на величину ОМ, == 
з 

Е 5 и, сльдовательно, дйствительное положене центра ша- 


ра будеть въ точкЪ О,. Точно также черезь /, секундъ посл. 
начала движешя точка О пройдеть по АВ путь ОМ, = 
— 6 6 
==, 
велЪдотые чего дЪйствительное положене центра шара будеть нахо- 
диться въ точкВ О,. Соединивъ точки 0; и О, съ точкой О, до- 
кажемь изъ подобя ДЛ-въь ОО, М, и ОО,М, **), что прямыя 
00, и 00, составляють одну прямую и. что, слфдовательно, 


з 
а ВЪ то же время прямая АС пройдеть путь о 


*) Такъ какъ въ прямолинейныхь движешяхь направлеше движенья всетда 
совпадаеть съ направлещемь скорости или ускорстя, то въ дальнфИшемь изло- 
жен мы для краткости не будеть упоминать о направлени движенй, а толь 
ко 0 паправлени скоростей. 


у 0, №, 
*) дм=И Ми ом = ом такъ какъ эта пропорщя, будучи на- 
в 4 _ Ва Сы [ы 


писана ть видв 1 


р пралотавянеть тождество —, 5 + 11 


пра аа а а 


Ао 


сложное (абсолютное) перемфщене центра шара направлено по 

дмагонали параллелограмма, построеннаго на составляющихъ пере- 
мфщеняхъ, какъ на сторонахъ, 

з 

Изъ подобя тьхъ-же ДД-въ имЪемъ, что об = о В 

т. е. что сложное движене есть также равноускоренное безъ на- 

чальной скорости, такъ какъ пройденные пути пропорщональны 

квадратамь соотвфтствующихь временъ. Наконецъ, положивъ 


а 
В =И2=1,41.... сек, найдемь, что ом, =“ 9) И 


—4„, а агональ параллелограмма 02,0, №, 


а (Уз) 
2 


ускорению сложнаго движешя, что 


прямая 00, = 


и слфдовало доказать. 

$ 51. Треугольники перемфщенй, скоростей и ускорен!й. Поняте 
© геометрическомъ сложенм. Слфдуеть замфтить, что для опредЪ- 
лешя въ сложномъ движени неремфщен!я, скорости и ускорея 
движущейся точки ифтъ необходимости строить полный парал- 
лелограммъ. Именно, вполнф достаточно изъ конца А (фиг. 15) 
прямолинейнаго отрёзка ОА, изо- 
бражающаго величину и направле- 
н1е перемфщеня (скорости или уско- 
рен!я) точки въ одномъ изъ соста- 
вляющихъ движенй, провести пря- 
мую АС, равную и параллельную 
прамой ОВ, изображающей вели- 
чину и направлеше перемфщен!я (скорости или ускорен!я) въ 
другомъ изъ составляющихь движенй, и точку О соединить пря 
мою съ точкой О. Прямая ОС называется замыкающей стороною 
Д-ка ОАС, такъ какъ стороны ОЛ и АС вь немъ идуть по 
одному направлению (течению), какъ указываютъ стр$лки, а сторона, 
ОС по встречному направленшю. Замыкающая сторона ОС, какъ 
видно изъчертежа, есть ничто иное, какъ д1агональ параллелограмма 
ОАВС, а потому, согласно предыдущему, представляеть, какъ 
по величинф, такъ и по направленю, перемфщене (скорость или 
ускорене) въ сложномъ движен!и точки. 


Фиг. 15. 


— 48 = 


Треугольникъ ОАС называется треугольникомь перемтщенйе 
(скоростей или ускорена). 

Описанные способы построев!я параллелограмма или треуголь- 
ника перемфщен, скоростей и ускоренй имфють первостепенное 
значее въ механик и называются способами зеометриче- 
скаго сложешя. Длагональ параллелограмма или замыкающая 
сторона’ треугольника называются геометрической суммой двухъ 
другихъ отрёзковъ, а каждая изъ незамыкающихь сторонъ 
(напр. ОА) треугольника называется геометрической разностью 
между замыкающею стороною (ОС) и другою изъ незамыкаю- 
щихъ сторонъ (АС). 

Очевидно, что геометрическое сложеше нельзя смфшивать съ 
алгебраическимь сложешемъ. Оба сложешя дають одинаковые 
результаты лишь въ томъ случаф, если перемфщеня, скорости 
или ускорешя направлены по одной прямой. Въ этомъ случа 
параллелограммъ или треугольникъ обращаются въ прямую линю. 


$ 52. Многоугольники перемфщенй, скоростей и ускоренй. По- 
ложимъ, что движущаяся точка одновременно участвуетъ не въ 
двухъ, а въ нЬсколькихь равномфрныхь или равноускоренныхь 
безъ начальной скорости движещяхъ. Напр., точка О (фиг. 16) 
въ ифкоторое время & проходить путь ОА и въ то же самое время 
прямая ОА проходить (перемфщаясь параллельно самой себ) 
путь ОВ, прямая ОВ проходить путь ОС и прямая ОС прохо- 
дить путь ОД. Веф эти движеня или равномфрныя (хотя и съ 
различными скоростями) или равноускоренныя, безъ начальной 
скорости (по съ различными ускорешями). Такимъ образомъ, 
истинное или абсолютное движеше точки О будетъ составное изъ 
четырехъ движен!й. Требуется опредфлить истинное перемфщеше 
точки во время &, а также скорость (или ускорен!е) сложнаго 
движеня ея. 

Для этого поступаем слёдующимъ образомъ. Сложивъ по’ пра- 
вилу параллелограмма перемфщеня ОА и ОВ, получимъ составное 
изъ нихь перемвщене ОМ; сложивъ его съ третьимъ перемфще- 
н1емъ 00, найдемъ перемфщеше ОМ, составное изъ перемфщенй 
ОА, ОВи 0С; наконець, сложивъ перемфщене ОМ съ посл№д- 
нимъ простымъ перемфщеншемь ОТ), получимъ искомое перем$- 
шене ОР сложнаго движен!я точки О. 


и. 


Такъ какъ противоположныя стороны параллелограмма равны 

и параллельны, то легко замфтить, что прямую ОР, выражающую 

по величин и направленю перем%- 

м щене сложнаго движеня, можно 

найти еще слфдующимъ построе- 

немъ. Изъ конца А прямой ОА 

проведемь прямую АМ, равную и 

параллельную прямой ОВ, выражаю- 

$ щей величину и направлен!е второго 

перемфщен!я; изъ точки М прове- 

демъ прямую ММ, равную и пара- 

О ллельную прямой ОС третьяго пере- 

ыы мфщен!я; наконець изъ точки № 

проведемь прямую МР, равную и параллельную прямой 01) 

четвертаго перемфщеня. Соединивъ прямою точки О и Р. полу- 
чимъ искомую прямую ОР. 


Изъ приведенниго построенйя видно, что перемфщеня состав- 
ляющихъ движенй вмфстВ съ перемфщенемъ составного движешя 
образують многоугольникь ОАММР, называемый „многоугольни- 
поль пере.мьщенй. 


Точно такое же построеше употребляется для графическаго 
опредфлен!я скорости или ускорешя сложнаго движешя, состав- 
леннаго изъ нфеколькихъ равномфрныхъ или равноускоренных. 
безъ начальной скорости движен. Разница состонть только въ 
томъ, что въ .этихъ случаяхь стороны многоугольниковъ суть 
прямыя, выражающия по величинф и направлен!ю скорости или 
ускорешя составляющихь и составного движен!. Так1е много- 
угольники называются многоугольниками скоростей и ускорени. 


Разсматривая многоугольники перемфщенй, скоростей и уско- 
рей, мы замзчаемъ, что перемфщеше, скорость и ускореше 
сложнаго движен!я образуютъь въ нихь послёднюю, или замы- 
хающую сторону, названную такъ потому, что перемфщеня, ско- 
рости п ускорешя простыхъ движенй идуть по одному направ- 
‚лено (или течению), а перемфщен!е, скорость и ускореше слож- 
наго движения идеть по встречному направлению. 

Отсюда понятно, что если при построен. этихъ многоуголь- 
никовъ стороны ихъ, идущёя по одно.му теченйю, замкнутся сами 


каза С 


собой, т.-е. евли конецъ послздней изъ такихъ сторонъ совпадеть 
съ началомъ первой стороны, то 

1. въ случаю многоугольника перемльщенй: перемфщене слож- 
наго движен!я равно нулю, т.-е, точка остается въ токо; 

2. въ случав многоугольника скоростей: скорость сложнаго 
движен!я равна нулю, т.-е, точка также остается въ покот; 

3. вв случав многоугольника ускорена: ускореше сложнато 
движеня равно нулю, т.-е, точка или остается въ покоь, или 
движется прямолинейно и равномерно. 

Въ заключеше замфтимъ, что при построенёи многоугольника 
иеремфщенй, мы всегда получимъ одну и ту же прямую ОР 
составного перемфщеня, въ какомъ бы порядкь мы ни откла- 
дывали. стороны многоугольника. Видъ многоугольника будеть 
другой, но замыкающая сторона его будеть та же самая прямая 
ОР, что не трудно провфрить. Понятно, что это замВчан!е отно- 
сится также къ многоугольникамь скоростей и ускоренй. 

$ 53. Параллелепипеды перемфщенй, скоростей и ускоренй. 
Хотя правило многоугольника перемфщенйЙ представляетъ самое 
общее правило сложешя перемфщенй и одинаково справедливо, 
будуть ли направленя ихъ лежать въ одной плоскости или в% 
разныхь пуоскостяжь, однако ддя частнаго сдучая сложешя 
трехь перемущенй, происходящихь не въ одной плоскости, 
пользуются еще такъ называемымъ правиломь параллелепитеда 
перемещений. 

Положимь (фиг. 17), что въ течеще иЪкотораго времени # точка 
О проходить путь ОЛ, причемъ 
одновременно съ этимъ движешемъ 
прямая О.А перем щается параллель- 
но самой себЪ на величину ОВ, & 
плоскость ОАЮВ перемфщается па: 
раллельно самой себф на величину ® 
0. Такимъ образомь точка. 0) 
одновременно участвуеть въ трехъ А ь 
перемьщеняхь 0.4, ОВ и ОС, не Фиг. 11. 
лежащихъ въ одной плоскости. Чтобы найти абсолютное перем щен{е 
ея, сложимъ по правилу параллелограмма перемфщеня ОА и ОВ 
и, получивъ составное перемфщене ОЛ), сложимъ его съ третьимъ 
перемфщешемь ОС. Полученное перемфщене ОЕ и будеть иско- 


в Е 


== 48 = 


мымьъ абсолютнымь перемфщешемъ точки О. Какъ видно изъ 
чертежа, перемвщеше ОЕ есть ничто иное, какъ бмеональ па- 
раллелепитеда, ребра котораго суть перемфщен!я составляющих 
движенй, Такой параллелепипедъ называется хараллелепитедомь ' 
перемтщенй. 

Перемфщен!е ОЕ можно было бы найти и по правилу много- 
угольника, проведя изъ конца А перваго перемфщен!я прямую АД, 
равную и параллельную величин второго перемфщеня ОВ, за- 
тмъЪ изъ точки Л проведя прямую ДЕ, равную и параллельную 
прямой ОС третьяго перемфщеня, и наконець соединивъ точки 
ОинЕ прямою ОЕ, которая и будеть замыкающей стороной ко- 
вого многоугольника ОАЛЕ. Совершенио такимъ же образомъ 
при сложени трехъ скоростей и ускоренй, не лежащихь въ одной 
плоскости, получаются параллелепитеды скоростей и ускорешй. 

Если составляюнйя движеня взаимно-периендикулярны, то 
параллелепипедь будеть прямоугольный. Очень важно замЪтить, 
что въ этомъ случаь составляющия перемтщеная (скорости и 
ускореня) будуть представлять #роекии составного перемьщеня, 
(скорости или ускорен!я) на три координатныя оси, направленныя 
по ребрамъ параллелепипеда. 

$ 54. Разложеше перемфщенй, скоростей и ускоренй. Обратный 
вопросъ, т. е. разложение даннаго составнаго перемфщеншя, а 
также составной скорости и составного ускорешя на составляющя 
перемфщен!я, скорости и ускоренйя представляеть, вообще говоря, 
неопредъленную задачу, допускающую безчисленное множество 
рышенй, Поэтому, чтобы получить одно опредфленное р\шене, 
необходимо имфть достаточное число дополнительныхь данных, 

Такъ напр., вопросъ о разложенйи составной скорости на даю 
составляющйя скорости сводится къ построению параллелограмма 
скоростей по данной д1агонали или треугольника скоростей по 
данной сторон®. Но такъ какъ для построешя одного опре- 
Ддфленнаго треугольника (атакже и параллелограмма) надо знать 
тры элемента его, то слФдовательно, для опредфленнаго ршешя 
нашего вопроса необходимо имфть еще дв данныя величины: или 
величины, или направленя составляющихъ скоростей, или вели- 
чину и направлене одной изъ нихъ (т. е. двф стороны, или два 
угла треугольника скоростей, или одну сторону и одинъ уголь 
его) ит. д. 


ай 


Чтобы разложить составную скорость на три составляющя 
скорости, не лежашия въ одной плоскости, надо построить иди 
параллелепипедъ скоростей по данной д1агонали, или четыреуголь- 
никъ скоростей по данной сторонф. Для опредфленнаго рьшеня 
этого вопроса надо имфть еще три данныя величины. Чаще всего 
за эти данныя принимають направленя, образуемыя тремя состав- 
ляющими скоростями съ составной“ скоростью, т. е. три угла, 
образуемые ребрами параллелепипеда съ его дагональю. 

Очевидно, что всф эти вопросы имфютъ чисто геометрический 
характеръ. 

$ 55. Аналитичесное опредфлеше скорости сложнаго движен!я, со- 
ставленнаго изъ двухъь движенй. Способъ параллелограмма скоро- 
стей даеть возможность легко опредфлить вычисленемъ (т.-е. 
аналитически) величину и направлене 
составной скорости ТУ, если извЪетны 
величины т; и *, двухъ составляющихь 
скоростей и уголь « между ихъ направ- 
зошями, 

Лйствительно, из» А -ка ОВС (фиг. 18) 
мы имфому 


Фиг. 18. 


У— и, *-- 9,1 — 25,1, с08 ОВС 
или, такъ какъ сз ОВС==соз (180% — а) = — 0$ а, 
Уи, 20, 08а... ... (1) 
Углы а; и а,, образуемые направлешями скоростей в, и %, со 
скоростью У, опредвляются изъ того же Л\-ка: 


У: м: =зт (180% — а); 5 а, : т. в, 


ИЛИ 
Г: щита: т и: па... . (2) 
Если составляющйя скорости т, и и, взаимно перпендикулярны 
(«—90%; с0з а=0), то параллелограммъ обращается въ прямо- 
угольникъ, при чемъ 


Р—Ун:- и; и 608 4 ц=Узта. .. (3) 


т 
Задача. Опредфлить 7, если 1) «=0%; 2) а—=180'; 3) 9, =. 
Примтрь. Пароходъ переплываеть р®ку подъ угломъ х = 1139 къ направле- 


нию течешя. Собственная скорость парохода т; = 2,4 м., а скорость течешя 
4 


Е: 


рёки ®, =0,7 м. Опредфлить истинную скорость парохода и направлен!е ея 
къ теченио р8ки, 
Истинная скорость 
= ИЕ 21114 08а =У 2,4 -- 0182. 
= 5,76 0,49 — 3,36.0,39 = 2,23 м. 
Величина угла ©», образуемаго направлешями истииной скорости и скоро- 
сти течевя р$ки, опредфлится изъ йропорщи И: из = #17 © : #11 @з иди 2,23 2,4 = 


2,4. т 1130 _2,4.0,92 
зн г] = 0,9901 или 


„0,7 .с0$ 118% = 


= 0% 1189: я вр, откуда зи аз = 
= 82° (приба.). 

$ 56. Аналитическое опредфлене скорости сложнаго движения, со- 
‘ставленнаго изъ нЪскольнихь движенй. Положимъ, что точка 0) 
участвуеть одновременно въ нфсколькихь 
движешяхъ, скорости которыхъ %, %, 
6; --.-0, 


„ Не лежать въ одной плоскости 
(фиг. 19). 

Чтобы найти скорость сложнаго движе- 
ня точки, разложимьъ каждую изъ этихъ 
скоростей по правилу параллелепипеда 
на 3 составляющя по направлено трехъ 
взаимно перпендикулярныхь осей ОХ, 
ОУи 07 (или, что все равно, спроекти- 
руемъ каждую изъ данныхьъ скоростей на эти три оси). 

Если назовемь углы, составленные скоростями %;, 
съ осью ОХ черезъ а,, <, с...» съ осью ОУ черезъ В,, В, 
Вь....Вм съ осью ОЙ черезъ у,, 7,7 з....7» ТО слагающя ско- 
рости 
по оси ОХ будуть, с0за,, и, 608 @,,....0, 608 а; 
Не %; 608 В,, 63 с0з В... .0, с08 Вы 
г 9; 608 7,, #608 7,,-.-.0, 608 7, 

Сложимъ теперь составляющя скорости. идушйя по каждой оси. 
Называя составныя скорости черезъ ., и, и ®,, получимъ (фиг. 20); 
9, = 08 &, в, с08 «,--....-Н%, 608 <, = 21 ® с08а*) 

Фу == с03 В, -+ в, созВ, {....--%, с058, = 31 в 038 
в; соз у, ь, с05 7, ....--*, с08 у, = 37 г 008 7. 


® "Вузы, У (сигма) часто ставится для сокращеннаго обозначешя суммы 
членовъ, ’составленныхъ по одному закону. Значки 1 и я обозначаютъ, что 
сдфдуеть взять сумму вофхъ членовъ оть 1-го до и-го. 


Фиг. 19. 


%.. 0. 


—'51 — 


Наконець, сложивъ по правилу параллелепипеда составныя ско- 
рости ©,, в, ит,, получимъ ве- 
личину искомой скорости слож- 
наго движеня 

УИ ь вк е 9 

Называя углы, составленные 
направленемъ сложной скорости 
ТУ сь осями ОХ, ОУи 01, че- 
резъ «, В, у и замфтивъ, что ско- у 
роети г,, , и т, представляють 
не что иное, как проекщи на три 
оси скорости У, будемъ имЪть, что. 


7; = Ис0за, #,= 00 В, 


откуда 


р 
608 а= р 608 В = а РО 


Примьъчане. Если направлев!я скоростей в, г,, #;....т, точки 
О лежать въ одной плоскости, то вопросъ о нахождени скорости 
сложнаго движешя значительно упрощается. Возьмемь въ этой 
плоскости двЪ оси координать ОХ и ОУ, Назовемъ углы, обра- 
зуемые скоростями в, 7;, ,...., съ осью ОХ черезъ а,, вх, 
С . 
Если каждую изъ скоростей разложимъ на двф составляющия по 
направлешю осей ОХ и ОУ, слагающя 
по оси ОХ будуть %, с08 а, 1, 608 а,, 1; с0$ в.,. 
де О ани а в 371 а, 6, Тв... 
Сложивъь составляющйя, идушйя по каждой оси, найдемь двЪ 
<оставныя скорости и, и и: 
в; 08а, и, с0з а, {-....-в, 08 а, = У" ® 605 & 
и, = вт в, -- 0, зт а, -|-....-0, эта, = 51 о зт а. 
Наконець сложивъ скорости т, и #,, получимъ, что искомая ско- 
рость сложнаго движешя ИУ, 0,* 
Уголь а, образуемый ею съ осью <, опредфлится изъ равенствъ 
в 


в 


2, = И с0з а, ®, = Тзта или 9 «= 
4 


Я 


`Примпръ. Точка О участвуеть одновременно въ трехъ равномфрныхъ дви- 
жешихь, происходящихь въ одной плоскости ХОУ. Скорости этихъ движен!й: 
1 =3 сантим., % =5 см., т, =6 см. а углы, образуемые ими съ осью 
ОХ: а1 = 30%; аз = 450; а; = 60%. 

Оиредфлимъ скорость сложнаго движеня по величии и НЫЕ 


Е: 42 
Зо 30-5 см 4 ом в + у. +8 59. 
5 
"у Зи 0 зи 4506 ви 6-8 ИЕ зи. = 10,29. 
У=И ил = Из 122+ 10,22 = 13,1. 
ще = = = а. = 1,12, откуда а = 49915’ (приблиз.). 
. ‚> 


Очевидно, что все сказанное о вычислен!и сложной скорости 
примфнимо и къ вычислению сложнаго ускореня. 

$ 57. Опредфлене относительной скорости движеня двух точекъ, 
На основаШи правилъь сложеня и разложеня скоростей можно 
ршить слёдующий интересный 
вопросъ. Извфетны скорости и, 
и г, двухъ двигающихся т0- 
чекъ (или двухъ поступатель- 
но двигающихся тьлъ) А и В 
(фиг. 21). Требуется найти по 
вефичинь и направлению ихъ 
относительную скорость (т.-е, 
скорость точки В относительно 
точки А или наоборотъ) 

Разложимъ скорость 9, точки В на двЪ скорости, изъ которыхъ 
одна была бы равна скорострР т, точки А по величинВ и напра- 
влен!ю. Тогда другая слагающая #, и будеть искомой скоростью 
точки В относительно точки А. 

Дъйствительно, мы всегда можемъ вообразить, что движенше точки 
В со скоростью и, есть сложное изъ двухъ движен!: одного (пе- 
реноснаго) со скоростью и, той плоскости ММ, въ которой лежать 
‘06 точки А и В и другого (относительнаго) со скоростью в, по 
этой плоскости. Очевидно, что только второе движеше предста- 
вляетъ движене точки В относительно точки А. 

Проведемъ изъ точки В прямую В/ равную и параллельную 
скорости г, точки А и конецъь Р соединимъ съ точкой Е. Такъ 
какъ ВЕ равна и параллельна ЕС, то и нрямая ЕЕ также рав- 


на я параллельна ВС, т.-е. фигура ВЕЕС есть параллелограммъ, 
и ВЕ—и, — Магональ его. Итакъ относительная скорость двухъ 
точекъ по величин и направлению равна дагонали параллело- 
грамма, построеннаго на скоростяхъ этихъ точекъ, при чемъ одна 
изъ скоростей откладывается в» обратномъ направленёи. 
Если назовемъ уголь между направлев!ями скоростей в, и и, 
черезъ а, то изъ Д-ка ВСЕ получимъ, что относщтельная ско- 
Частные случаи. Если направлешя обфихъ дЬйствительныхь 
скоростей точекъ параллельны, т.-е. если «—=0% (скорости идуть 
по одному направлен!ю) или, если а— 180° (скорости идуть по 
противоположнымъ направленямъ), то въ первомъ случа 
9; = Уи 0,1 21,0, =, — 9, 
а во второмъ случа® 
и = Ин? - в, *-- 21, = и. 
Примтры. 1. Найти относительную скорость двух пофадонъь, изъ которыхь, 


одииъ движется со скоростью к, = 40 нерсть, а другой со скоростью #4 = 60 
версть въ часъ, если они илуть: а) но одному направлению; Ъ) по противоно- 
зожнымъ напраплещямъ. Г 

Отеплть, а) 20 перстъ; Ь) 100 ворсть въ часъ. 

2. Въ окно вагона, движущагося со скоростью в = 15 
60 скоростью гз = 18 м. подъ угломъ < = 60% къ движенй 
скорость камия внутри вагона. 


„ брошенъ камень 
вагона, Найти на- 


правлене движеня 

Рэшене. Скорость камия внутри вагона г; = И 15% + 18#— 2.16.18 соз 609 = 
== 16,7 м. Построивъ чертежь скоростей, легко увидимъ, что уголъ, образуе- 
мый скоростями ву и *; равенъ 1809 — ж, гдь х — уголь между скоростью из 
и скоростью су, отложенной въ обратиомъ направлении. Изъ пропорщи а : з = 
2 ат х: зб 60% находимъ, что зи 2 = "% 909: 18.118 ‚. 0,932, откуда 

°з 3.1,67 

== 691 (прибл.), а искомый уголь 1309 — г = 1119 (прибл.). 

3. Найти выгодн$Йшее положене, которое должен придать своему зонтику 
И шеходъ, идущИЕ по горизонтальному пути со скоростью т; = 2 м., если дождь 
надаеть вертикально изъ облака, высота котораго падъ землей = 1000 м. 

Рилшение. Очевидно, что наиболфе выгодно держать зонтикъ такъ, чтобы 
ручка его была параллельна направленно относительной скорости дождя. 
ДЪЙствительная скорость дождевыхь капель близь земли опредфлится по фор- 
мудь = Из =И 3.98.1000 = И 19600 = 140 м. Сложивъ ее по пра- 
вилу параллелограмма со скоростью г| = 2 м. ифшехода, отложенной въ обрат- 
номъ направлени, найдемъ величину и ваправлен!е относительной скорости. 
+з дождя. Уголь этой скорости (а, слФдовательно, и ручки зонтика) съ гори- 
зонтомъ = 89910” (приблиз.). 


2 5 = 


Нриволинейныя движения. 


$ 58. Если точка (или тёло, разсматриваемое какъ точка) дви- 
жется по нзкоторой кривой, то такое движене называется хуриео- 
линейнымь. Криволинейное движен!е точки будетъь равномерное, 
если въ равные промежутки времени она проходить равныя про- 
странства, или псремюнное—въ противномъ случаф. 

Въ первомъ случаф величина скорости точки постоянная, а во- 
второмъ—перемфиная. Но кромф величины скорости во всякомъ 
криволинейномъ движени имфеть особое значеше вопросъ о на- 
правлени скорости. Изъ предылущаго извфетно, что въ прямоли- 
нейныхь движеняхъ скорость движущейся точки изображается 
прямолинейнымь отр®зкомъ, длина котораго (въ принятомъ мас- 
штабф) означаеть величину, а направлеше опредфляеть напра- 
влен!е скорости, всегда совпадающее съ направленемъ движеня. 

Спрашивается, какое же направлене слфдуеть давать этому от- 
рёзку въ случаЪ криволинейнаго движеня? 

Очевидно, во 1-хъ, что въ этомъ случаЪ направлен!е скорости 
должно измфняться въ каждой точкЪ пути точно такъ же, какъ 
и направлеше траекторми, а во-2-хъ, такъ какъ направлеше кри- 
вой въ каждой точк® опредфляетея направлешемъ касательной 
къ ней въ этой точкф, то, слвдовательно, направлене скорости 
должно всегда совпадать съ направлешемъ касательной къ траек- 
тори. Такимъ образомь во всякомь криволинейномь движени 
‹корость постоянно измфняется по направлен!ю, а поэтому изм%- 
неше скорости или ускорение есть всегда величина язеремнная. 

Покажемъ, какъ опредфляется ускореше перемфннаго криволи- 
нейнаго движенйя. 


$ 59. Ускореше. Положимъ, что» 
с =, точка описываеть нЪкоторую кри- 
волинейную траекторю АВ и 
въ течеше весьма малаго про- 
межутка времени 4ё перемфщает- 
ся изъ точки С, гдё скорость ея 
была х, въ точку 0, въ кото- 
рой имфетъ нфкоторую другую по 
величин® и направлено скорость %, (фиг. 22). Разложивъ ско- 


фиг. 22 


— $55 — 


роеть ®, по правилу параллелограмма, легко убдимся, что она 
‹остоить изъ прежней скорости , и изъ 6н066 пртобрьтенной 
скорости 5'. Эта пробрьтенная скорость ©’ и предетавляеть собой 
измвнене скорости, происшедшее въ элементъ времени 44. Раз- 
дВливъ величину ’ на 1, получимъ измфнен!е скорости въ еди- 
ницу времени, т.е. ускореме движущейся точки въ моментъ со- 
РО 
ЕТ 
видно, что направлеше ускорешя не совиадаеть съ направлешемъ, 
касательной къ траекторш, а обращено внутрь кривой, составляя 
съ касательной нфкоторый уголъ <. 

$ 60. Разложеше ускореня на касательную и нормаль **). Итак 
допустимъ, что въ точкЪ С кривой ускорене 
движущейся точки = (фиг. 23). Проведемъ 
вЪ этой точкф касательную и нормаль къ 
кривой и разложимъ ускорене и на два со- 
отавляющихь ускорешя по касательной и 
нормали. Называя черезу [‘утодь} « уголь 


отвЪтетвующй ея положен въ С*), т.е. а= Изъ чертежа, 


между направлешемь полнаго убкореня и Фиг. 23. 
касательной, находимъ, что ускореше по 
касательной, называемое хасательнымь ускоренемь а = а с08'& 


а ускорене по нормали или нормальное ускореше а,—а эт а. 

Само собою понятно, что хасательное ускорене, всегда совпа- 
дающее съ направлешемъ скорости точки въ разсматриваемый 
моменть, выражаеть измьнене скорости по величинь, а нор- 
‚мальное ускорене выражаеть измънене скорости по напра- 
вленаю. 


р 
*) Строго говоря, величина а = предстаплясть такъ называемое сред- 


а 
нее ускореше точки за промежутокъ времени Д!, отнесениое къ единиц вре- 
мени ($ 35). Чтобы найти истинное ускореше ея въ точкф С слфдуеть найти 
у 

предфаъ средняго ускореня 2 при уменьшени промежутка времени 4 до 
нули ($$ 37 и 38). Очевидно, что ваше приближенное опредфлеше ускоревя 
будеть тьмъ ближе къ истин®, чёмъ менфе будеть элементъ времени 44+. 

и поверхности въ данной точк® называется 


къ этой аниш ии поверхности въ той же св- 


*) Нормалью кривой лини 
перпендикуляръ къ касательной 
мой точк%. ы 


— 56 —^ 


Принимая это во внимаше, приходимъ къ слфдующему раздф- , 
леншю движен!й въ зависимости оть ‘ускоренй. 


Если существують | скорость ааа движенге. 


] | к. 3. 
1. 06а ускорены и; на, | по величин и направа. | перемфиное криволинейи. 


2. Одно касат. ускор. а; | только по величин® | перемфиное прямодинейн, 


3. Одно норм. ускор. а, | только по маправлению | равномфри. криволинейн, 


| 
4. Если ифтъ ускоренй не мфняется равномврн. прямолинейн, 


$ 61. Ускореше равномфрнаго кругового движеня. Опредфлимъ 
ускорен!е точки, движущейся равномфрно по окружности. Въ 
этомъ случаЪ, какъ извЪфстно, существуеть только одно нормальное 
ускореше. Оно направлено всегда по радйусу оть окружности 
къ центру, такъ какъ нормаль окружности въ каждой ея точкВ со- 
впадаеть съ радбусомъ. Вслфдетие этого ускорене равномфрнаго 
кругового движеня обыкновенно называють центростремитель- 
нымь ускоренемъ. 

Итакъ положимъ, что въ нфкоторый очень малый промежутокъ 
времени 4# точка прошла по окружности радфуса г весьма малую 
дугу АВ съ постоянной (по величин%) 
скоростью т. Такимъ образомъ АВ ==. 
откуда 

АВ 
ое 

Построивъ треугольникъ скоростей (фиг. 
24) ВМХ, получимъ величину пр1обрътен- 
ной скорости 5’ —= ММ. Изъ подоб1я равно- 
бедренныхъ ЛД-вь ОАВиВМ Мимъемъ, что 


откуда МУ— . АВ или 


. 
= 6Т — 


: ЗО ЛМ ДЫй.›. 
Искомое центростремительное ускореше а,—7/.==-_- ТЕТ 
или, принимая, по малости дуги АВ, величину ея равной хорд 


АВ и подставляя изъ (1) вмЪсто ее ея значене, окончательно. 


Е 

получимь 
оз 
арены.  (@)% 


т.-е. центростремительное ускорене равном. кругового. движеня 
веть постоянная величина, равная отношент квадрата скоро- 
сти къ радиусу. 

Этой весьма важной величин® даютъ еще слдующеб выражен!е. 
Если время одного полнаго оборота точки назовемъ черезь Ти 


2 лк 
замфтимъ, что о7'==2 ли, откуда ® = т’ то, подетавивъ это 


выражен е въ (3), найдемъ, что 
4 л* 
4, = тя 


Примтр». Найти центрсстремительное ускореше точки, которая, двигаясь 
равномфрно по окружности ражуса 6 метр., хфлаеть полный оборолъ въ 8 се- 
кундъ. 


г. 


6 _зя 
В 


= 3,7 м. Въ течеше каждой секунды уклонеше точки отъ пря- 


Рьшеше. Скорость тозки = 


_ м _ алия 
"6 


=+4,11 м., а убкореше а = 


а 
молинейнаго двнжены (по касательной) къ центру + = 5. = 1,85 м. 


$ 62. Центростремительное ускореше произвольнаго криволиней- 

Г в, 
наго движешя. Выражене __ величины центростремительнаго уско- 
рен можно обобщить на случай какого угодно криволинейнаго 
движен!я. Всякую кривую можно считать состоящей изъ дугь 


д 
*) Выражеше ускорешя а, = > совершенно точно, такъ какъ предфлъ 
„’ ® АВ АВ 
средняго ускорешя 4 =-,- прех. (5%). Но предфаъ (=) =, т.е. 
предвлъ пройденнаго пространства къ соотвфтствующему промежутку времени 


" а 
есть скорость. Поэтому. а, = пред. (...) =>. 


авы 


круга, оцисанныхъ различными радйусами и изъ различныхъ цент- 
ровъ. Эти рамусы для элементовъ кривой, совпадающихь съ ду- 
тами ихъ круговъ, называются радёусами кривизны. 

Понятно, что кривая будеть тьмъ круче, чЪмъ ращусъ кри- 
визны ея меныпе и тёмъ положе, чЪмъ рад!усь кривизны ея 
больше. Поэтому за м®ру кривизны окружности принимаютъ дробь 


з а 
т, простфйшую величину, обратно пропорщюнальную ея 


радзусу. 
Очевидно,что для различныхь элементарныхъ дугь всякой дру- 


|| 
гой кривой величина к будеть перемфнная (фиг. 25). Слвло- 


вательно можно сказать, что во вся- 
комъ криволинейномъ движен!и центро- 
стремительное ускореше въ данный 
„моменть времени или, что все равно, 
въ данной точкЪ пути, равно квадрату 
Фиг. 25. скорости въ этоть моменть, раздлен- 

ному на соотвфтствующий радусъ кри- 


р и 
вивны, т.е. а, — „, при чем здесь величина и, уже перемфиная, 


зависящая въ равномфрномъь движени оть перемфиной величины 
т, а вь перемфнномъ движен!и еще и оть перемфиной величины у. 

$ 63. Сложеше криволинейныхь перемфщенй производится такъ, 
же, какъ и сложеше прямолинейныхъ 
перемфщен!й по правилу параллелог- 
рамма. 

Для доказательства предположим, 
что движущаяся точка въ нфкоторый 
промежутокъ времени / проходить кри- 

Фиг. 26. волинейный путь АВ и въ то же вре- 

мя сама траектория, двигаясь поступа- 

тельно (т,-е. параллельно самой себф) проходить криволинейный 

путь АС (фиг. 26). Если бы траекторя была неподвижна, то, спу- 

стя время 2, наша точка была бы въ В, а если бы точка была не- 

подвижна, а двигалась бы поступательно только траектор!я, то 

точка, спустя то же время, была бы въ С. При одновременномъ 
существовани обоихъ движенЙ наша точка перейхеть въ Л. 


а 


Такъ какъ траекторйя двигалась поступательно, то, очевидно, что 
хорда АВ параллельна и равна хордё СЛ. Отсюда сл6дуеть, что и 
хорда АС параллельна и равна хордф ВЛ, т.-е. что четыреуголь- 
яикь АСОВ есть параллелограммъ и прямая АЛ) дагональ его. 

Итакъ, если извфетны зависимости составляющихь движен!й отъ 
времени (т.-е., если наприм., извфстны уравневшя составляющихъ 
движен!), то, строя для отдфльныхь моментовъ параллелограммы 
церемьщенй (какъ, наприм., построенъ параллелограммь 4АМРМ№) 
мы будемь каждый разъ знать положене точки въ сложномъ пе- 
ремвщени, а слфдовательно можемъ начертить и траекторию слож- 
наго перемфщеня, которая, вообще говоря, будеть нЪкоторая 
кривая. 

Очевидно, что все сказанное легко обобщить на случай трехъ, 
и болфе перемфщешй, т.-е. доказать теорему о многоугольник 
криволинейныхь перемфщен!й. 

Сложеше скоростей и ускорешй криволинейныхь движен!, 
понятно, производится по тёмъ же правиламъ, какъ и въ случаЪ 
прямолинейныхь движен!й. 

$ 64. Общ случай сложеня равномфрныхъ и равно-перемфнныхь 
движений. Въ предыдущемъ было найдено, что всякое движеше, со- 
ставное изъ прямолинейныхь движен!й равномфрныхъ или равчоус- 
коренных» безъ начальной скорости будеть также прямолинейным». 

Докажемь теперь, что всякое движен!е, составленное изъ иря- 
‚молинейныхь, но разнородныхь движенй, направленныхъ другь 
къ другу подъ угломь, будеть, вообще говоря, криволинейное. 
Сюда относятся движеня, составленныя изъ равноускоренныхь 
движенй съ начальными скоростями, изъ равнозамедленныхъ дви- 
жен, изъ равномёрныхъ и равноускоренныхъь безъ начальной 
скорости или съ начальной скоростью движен!й и вообще движешя, 
составленныхь изъ совокупности различныхь  равномфрныхъ, 
равноускоренныхь и равнозамедленныхъ движен!й. 

Замфтимъ прежде всего, что вс подобныя движен!я могуть 
быть сведены къ одному общему случаю, а именно, къ сложено 
двухъ движенИ: одного равномфрнаго и другого равноускореннаго 
безъ начальной скорости. 

Дьйствительно, всякое  равноускоренное  движеше вида 


Г 
#—=1-- “у можно разсматривать, какъ состоящее изъ двухъ дви- 


= 60 


жен, пдущихъь по сдному направленю, т.-е. изъ равномфрнаго 
<0 скоростью и, и равноускореннаго безъ начальной скорости съ 


ускорещемъ а. Точно также всякое равнозамедленное движен!е 
2 


аё 
{—^-5 можно считать состоящимь изъ двухъ противо- 


положно направленныхь движенЙ: равном®рнаго со скоростью ту 
и равноускореннаго безъ начальной скорости съ ускорешемъ а. 
Поэтому, если точка имЪфетъ 2 равноускоренныхт, движеня вида 


а" д 
т то составное движенше ея 


вида = 


1 


можно разематривать, какъ состоящее изъ одного равномфрнаго, 
скорость котораго есть составная изъ начальныхъ скоростей 9’, 
ив", и одного равноускореннаго безъ начальной скорости, уско- 
рен!е котораго есть составное изъ ускоренй а’ и а". 

Весьма понятно, что подобнымъ же образомъ можно разсматри- 
вать движене, составленное изъ двухъ равнозамедленныхь дви- 
жешй или изъ движенй равномврнаго и равноускореннаго съ 
начальной скоростью и т. д, Очевидно также, что сложен е не 
только двухъ, но и трехъ и болфе движен!й равномфрныхъ, равно- 
ускоренныхь и равнозамедленныхь тоже сводится къ сложенио 
двухъ движен!: равномюрнаго, скорость котораго есть составная 
изъ всвхъ начальныхъ скоростей равноперемфичыхь движенй и 
скоростей равномфрныхъ движешй и равноускореннаго безъ на- 
чальной скорости, ускореше котораго есть составное изъ вефхъ 
ускоренйй. 

Такимъ образомъ случай сложения двухъ движенй: равномфр- 
наго и равноускореннаго безъ начальной скорости отличается 
большою общностью. Разсмотримь его подробно, предположивъ 
что эти два движешя направлены другъ къ другу подъ прямымъ 
угломъ. Эта задача имфеть и практическое значеше, а именно 
предетавляеть движене тяжелой точки или тфла, разсматриваемаго 
какъ точка, брошенныхъ параллельно горизонту. Такъ какъ при 
рышени этой задачи не будемъ принимать во внимаше сопроти- 
влеше воздуха, то, сафдовательно, будемъ предполагать, что дви- 
жене происходить въ безвоздушномъ пространств®. 

$ 65. Движеше тяжелой точки, брошенной параллельно горизонту. 
Положамъ, что тяжелая точка (или тло) М была брошена па- 
раллельно горизонту съ начальной скоростью %,. 


ла: 

‚ Если бы на эту точку не дёйствовали затЬмъ никавя силы, 
то, какъ увидимъ впослёдетв и, она должна была бы все время 
двигаться по данному направале- МИЯ малы 
ню прямолинейно и равномфрно теве- 
со скоростью ®,. Но такъ какъ з 
эта точка тяжелая (т.-е. на нее 
дЬйствуеть сила тяжести), то она 
должна еще падать, т.-е. двигать- “ 
ся по вертикали внизъ равноус- зв 
коренно съ ускорешемъ у —=9,8 м. * 
Итакъ точка М имфеть лва дви- 
женя: равномфрное по горизон- 
тали со скоростью %, и равноус- 
коренное безъ начальной скорости съ ускорешемъ 9 по вертикали 
(фиг. 27). 

Уравнене перваго движен!я: 
Е о ты 


а второго: 
9 


и. 
Построивь параллелограммы (прямоугольники) перемфщен, 
найдемъ, что точка въ концф 1-й, 2-й, 3-ей секунды будеть по- 
слфдовательно находиться въ А, В, С..., 
Исключимъ изъ уравнен! (1) и (2) величину . Такъ какъ 


и Те 


— ы — 
и г: т У=5 

Уравненше (3), представляющее зависимость между координа- 
тами движущейся точки, выражаеть, очевидно, не что иное какъ 
траектортю разематриваемато составного движешя. По виду этого 
уравнения заключаемъ, что траектор!я точки есть парабола, у во- 
торой вершина въ М, а ось совпадаеть съ вертикалью у. 

Итакъ движене, составное изъ двухъ прямолинейныхь движений: 
равномфрнаго и равноускореннаго безъ начальной скорости, есть крим- 
волинейное и именно параболическое, что и слфдовало доказать *). 

*) Если бы оба составаяюния движешя были направлены не полъ прямымъ, 
й подъ какимъ угодно острымъ или тупымъ угломъ, то составное или истии- 
ное движенше точки также было бы параболическое. Этотъ боле сложный при- 
мфръ мы разсмотримъ виослфдетви. 


—'69 — 


Скорость этого составного движен!я въ концф промежутка вре- 
мени / выражается по направлению и величин д1агональю па- 
раллелограмма (здфсь прямоугольника), построеннаго на составляю- 
щихь скоростяхъ , =, и ?,=9/. Поэтому истинная скорость 
точки = о или 9— И, 01. 

Примтрь. Камень брошенъ горизонтально съ высоты у — 50 м. 
и съ начальной скоростью и, — 20 м. Найти: 1) черезъ какое время 
онъ коснется земли; 2) на какомъ разетоянйи, считая по горизон- 
тали и 3) какая будеть его скорость въ этоть моменть. 


— 9 а рвы 
Изь формулы у— э Находим =\/— = Е: 


—3,2 сек. Такъ какъ х==%,(, то искомое горизонтальное разстоя- 
не —20.3,2 —64 м. Наконець изъ формулы ®=У4*--9%? по- 
лучимъ, что скорость камня въ моментъ паденя его на землю —= 
=И20*-{- 9,83.3,2*— 37,2 м. 


Вращательное движене твердаго тфла вокругъ оси. 


$ 66. Вращательнымь движешемъ твердаго тфла вокругь непо- 
движной оси называется движене, въ которомъ точки тфла опи- 
сывають около нзкоторой неподвижной прямой, называемой осью 
вращеня, параллельныя окружности въ плоскостяхъ перпендику- 
лярныхъ къ этой оси. 

Если тЪло, какъ каждый свой полный оборотъ, такъ и каждую 
одннаковую часть полнаго оборота совершаеть въ соотвЪтственно 
одинзковыя времена, то такое вращене называется равномьр- 
ным. 

Иначе говоря, если во вращающемся тлф какая-либо точка его, 
напр. А, въ равные промежутки времени описываетъ равныя дуги, 
причемъ, очевидно, что и вс друмя точки описывають въ эти 
промежутки времени также соотвфтственно равныя дуги, то такое 
движен1е есть равно.мтерное, въ противномъ же случаъ— пере.мюнное. 

Примфромъ равномфрнаго вращательнаго движен!я можеть слу- 
жить вращеше земли, совершающей въ каждые 24 часа одинъ 
полный оборотъ вокругь своей оси. 

Такъ какъ разстояя 4,0,, А,0,, А,0,.... точекъ А., Ах, 
А,.... (фиг. 28) отъ оси суть вмфетВ съ тёмъ и радусы опиеы- 


18 = 


` ваемыхъ этими точками окружностей или дугъ, то, очевидно, что 6о- 
лье удаленныя отъ оси точки тла движутся быстръе, чмъ точки. 
боле близыя къ ней, центральные же углы, 
описываемые радтусами 4,0,, А,0,, 43 0,.... 
въ одинаковые промежутки времени, равны 
между собою. 

$ 67. Скорость равномфрно-вращающагося 
тЬла обыкновенно измфряетея числомъ его 
оборотовъ (или частей одного полнаго 0б0- 
рота) въ единицу времени, чаще всего въ 
одну ‚минуту. 

По данному числу п оборотовь тЪла въ 
1 минуту легко найти скорость любой точ- 
ки тЬла, т.е. путь, проходимый ею въ 1 
секунду, если только извфстно разетояне 7 
этой точки оть оси вращеня. 

Двйствительно, путь, проходимый точкой за одинь оборотъ = 
==2лу; слфдовательно въ 1 минуту или за » оборотовь пройден- 


Фиг. 28. 


ь 2 лтп 
ный путь —З ли, а въ одну секунду — 50 —^ 
Итакъ 
2 лтп 
волне а) 


Примюръ. Маховое колесо радтусомъ въ 2 метра дЪлаеть 40 
оборотовъ въ минуту. Какова скорость на окружности маховика. 
(Скорость на окружности колесъ, шкивовъ и пр. называется часто 
окружной скоростью). 

Отвьть. 
от 8.240 а м. въ 1". 

Очевидно, что’ если время одного полнаго оборота тфла равно 
Т, то скорость точки, находящейся на разстояни х оть оси опре- 
дВляется формулой 

2 лк 
то +... МО 
$ 68. Угловая скорость. Такъ какъ точки, находянйяся въ раз- 
личныхь разстоящяхь оть оси, имфють различныя скорости, то 
для вращательнаго движешя принята еще особая мра скорости 
вращешя, а именно угловая скорость. 


т 


Узловой скоростью называется скорость точки, нахолящейся 
оть оси въ разстоян!и равномъ единиц длины (1-му сантиметру, 
1 метру, 1 футу и пр.). 

Обозначивъ угловую скорость буквой ©, а скорость нфкоторой 
произвольной точки, находящейся въ разстояни х оть осн че- 
резъ ®, будемъ имфть для времени одного оборота 
@:0—2л:2лг или ©: откуда 

у ЯЕЕОР к а анна За 
Т.е. скорость ‚любой точки тъла равна ‘угловой скорости, умно- 
‘женной на рабусъ вращеня. 

$3469. Перемфнное вращательное движене. Въ перемфнномъ вра- 
щательномъ движен!и угловая (а слфдовательно, и всякая другая) 
скорость измфняется въ каждый моментъь времени. Измфнеше 
угловой скорости въ единицу времени называется угловым» уско- 
решемъ и обозначается буквой +. 

Разсуждая также, какъ и ранфе при изучени прямолинейных 
движенй, не трудно вывести уравненйя угловой скорости и прой- 
деннаго пространства для равноускореннаго ин равнозамедленнаго 
вращательнаго движенй. Эти уравнен!я 


Фи, И. 


только буквами различаются оть ранфе выведенныхъ уравненй, 
что и понятно, такъ какъ ходь разсуждешя остался тоть же 
самый. 
$ 70. Винтовое деижеше. Если тБло имфеть одновременно два 
движеня: поступательное и вращательное около н\фкоторой оси, 
то истинное или составное дви- 
жене его будеть винтовое. Если 
направлен!е поступательнаго дви- 
женя параллельно оси (фиг. 29), 
то точки тфла будуть двигаться 
по цилиндрическимъ поверхно- 
стямъ, описапнымъ около этой оси 
радусами равными разетояямъ 
Фиг. В. точекъ оть оси. Описываемыя при 
этомъ точками тфла траектори называются оинтовымы линиями. 
Высота АВ поступаня тфла за одинъ полный оборотъ называется 
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шазомь или 20д0мъ винтовой ливи (или витка), а длина всего 
пути АСВ, пройденнаго при этомъ н®которой произвольной точ- 


кой тВла, называется длиной витка. 


Развернувь цилиндрическую поверхность въ плоскость, уви- 
димъ, что длина витка АД==з представляеть гипотенузу прямо- 


гольнаго А-ка, катеты  котораго суть; вы- 
сота шага ДЕЫ—И и длина окружности 
овновашя цилиндра АЕ=—2лг, такъ что 
3— Аля 1. 
” Скорость описаннаго винтового движешя, 
какъ составная изъ скоростей в, и и, — ®и по- 
ступательнаго и вращательнаго движенй, на- 
правленныхъ подъ прямымъ угломъ, очевид- 
но — ув, в? или 
9—0... 0... (6). 
Если поступательное движен!е тьла направ- 


Фиг. 30. 


лено по прямой, наклонной къ оси вращеня (фиг. 30), то винто- 
вое движеше будеть происходить по конической поверхности. 
Траектор!и точекъь тфла въ этомъ случав называются лимями 


бурава. 


Введене въ статику и динамику. 


$3 71. Въ кинематикЪ мы разсматривали движен!е съ чисто ма- 
тематической точки зрьшя, не обращая никакого вниман!я на 
причины этого движеня, т.е. на силы. Такое изучене движеня, 
какъ физическаго явления, страдало весьма понятной неполнотой 
и односторонностью: въ механикВ мы имфемъ дфло не съ геоме- 
трическимъ, а съ матеральнымъ тфломъ, поэтому мы необходимо 
должны принимать во вниман!е не только величину и форму твла, но 
также и то, что оно состоитъ изъ вещества или матери, такъ какъ 
въ свойствахъ ея заключаются причины движения или покоя. 

Такимъ образомъ изучене движешя и покоя тВлъ не можеть 
основываться на одномъ отвлеченномъ математическомъ разсуждеши, 
но необходимо нуждается въ чисто физическихъ основавшяхъ, откры- 
тыхъ путемъ наблюдевня и размышленя надъ явлешями природы. 

Такихъ основныхь началь или, какъ ихъ чаще называють, 
основныхь законовъ механики три: 

1. Законъ инерщи. Всякое ттьло стремится сохранить своё с0- 
стояня покоя или движеня м не можеть само то себъ измт- 
нить его. 

2. Законъ независимости дЪйствйя силъ. Всякая сила, приложен- 
ная къ тълу, всегда стремится двизать его съ ‘некоторымъ 
вполнъ опредъленнымь ускорешемь, независящимь ни оть с0- 
стоямя ттла, ни отъ дъйстая на него другижъ силъ. 

3. Законъ равенства дЪйствя и противодъйств!я. Если одно тльло 
дъйствуеть на другое съ нъкоторой силой, то въ то же самое 
время второе ттьло дъйствуеть на первое съ такой же точно 
силой, но дъйствующей въ обратномъ направленли. 

Первые два закона были открыты Галилеемъ *), а послёдй— 
Ньютономъ . 

*) НЬкоторые авторы неправильно приписываютъ откры\е закона инерщи 
Кеплеру. 
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Эти три закона, несмотря на то, что они не имфють очевид- 
ти математическихь аксюмъ п не могутъ быть непосредственно 
заны, тёмъ не менфе представляють основаня науки о при- 
'родЪ. Открыте ихъ составило новую эпоху въ истори науки и 
было ближайшей причиной множества другихъ великихъ завоева- 
НШ въ области знан. Справедливость этихъ основныхъ законовъ 
_ доказывается тЬмъ, что до сихъ поръ всф выведенныя изъ нихъ 
слЪдетвя блестяще оправдались и, наоборотъ, не наблюдалось ни 
одного явленя, которое бы имъ противор®чило. 

Однако, прежде чЪмъ перейти къ ближайшему разсмотранйо 
законовъ механики, необходимо уяенить и расширить наши поня- 
лия о силахъ, какъ причинахъ движеня, 

$ 72. 0 силахъ. Какъ уже мы знаемъ (5 2), силы происходять 
отъ взаимнаго дЪйствя или одного тфла на другое, или одн®хъ 
частиць тфла на друмя его частицы. О величин% силы мы судимъ, 
по дЬйств!ю, производимому ею на матеральное тЪло. Это дЪй- 
ств. можоть быть двоякаго рода: оно можеть заключаться въ дви- 
жен, и также въ мзмьнени движения тфла или, если движеше 
не можеть произойти велфдетве препятствЙ, то въ давлеши на 

о. Силы, которыя, при одинаковыхъ усломяхъ дфйствуя на 

НО и 10 же тло, сообщаютъ ему одинаковыя движеня или про- 
‘изводять на него одинаковыя давлешя, считаются равными. 

Силы, во-первыхъ, раздфляются на бвижуия силы, т.е. тая, 
которыя производять или стремятся произвести движеше, и на 
сопротивлешя, т.е. на силы препятствующ!я движен!ю, каковы 
напр., сцфилене частицъ, въ нфкоторыхъ случаяхъ сила тяжести 
и проч. Сюда относятся и такъ называемыя вредныя сопротивле- 
‘ная: треше и сопротивлен!е среды (воздуха, жидкости), окружаю- 
щей тфло. 

По отношенйю ко времени дфйствя различають силы непрерыв- 
ныя, дЪйствующия въ течени всего разсматриваемаго промежутка 
времени (какова напр., сила тяжести), и меновенныя, дЪйствую- 
я въ течени весьма короткаго элемента времени (напр., силы 
взрывовъ газовъ, удары и проч.). 

Наконецъ, въ зависимости оть постоянства дъйствя, силы на- 
зывають иостоянными, если величина и направлеше ихъ не 
измзняется еъ течешемъ времени и иеремънными въ противномъ 
случа%. 


вв 


Строго говоря, мы не знаемь вполн® постоянныхъ силъ. Му- 
скульная сила живыхъ существь, сила упругости газовъ, сила 
вътра, силы магнитныя и электрическя—все это перемённыя 
силы. Одна изъ наиболфе постоянныхъ силъ, а именно сила тя- 
жести, выражающаяся вфсомъ тЬлъ, въ сущности есть также пе- 
ремфнная сила, такъ какъ уменьшается при удалеши тьла отъ 
поверхности земли, Тёмъ не менфе мы условимея называть по- 
стоянвыми тв силы, которыя не измфняють чувствительно своей 
величины и своего направлешя въ течении разсиатриваемаго 
промежутка времени. Съ этой точки зря силу тяжести мы 
будемъ разсматривать какъ постоянную силу. 

$ 73. Единицы силъ, Простьйпий, ежедневно наблюдаемый нами 
случай силы есть вюсъ тфлъ, представляющий силу земного при- 
тяжешя, стремящуюся приблизить всЪ тЬла къ центру земли, 
Поэтому мфрами или единицами силъ, черезъ сравненше съ кото- 
рыми можно было бы измфрять кая угодно силы, въ механикЪ 
принимають обыкновенно извфетныя единицы или м®ры вЪса: 
килограммь (вЪсъ 1 куб. дециметра воды при 4°0) =2,5 фунта = 


1 . й 1 
= 16 пуда; граммь (вЪсъ 1 куб. сантиметра воды) = золотника; 


7\/0ъ (вЪсъ 1000 куб. дюймонъ воды); фунть (веъ 25 куб. дюй- 
мовъ воды) и пр. *). 
$ 73, Динамометры. Для измфреня силъ существуютъ особые 
приборы, называемые динамометрами. Существу- 
еть довольно много динамометровь различнаго 
устройства. 

ы Динамометръ, изображенный на (фиг. 31) пред- 
ставляеть согнутую упругую стальную пластин- 
ку АВ. Въ верхней вфтви ея А укр®илена метал- 
лическая дуга т, другой конець которой свобод- 
но проходить черезъ отверсме въ нижней вЪтви 
В и оканчивается крючкомъ для подвфшивая 
трузовъ. Рядомъ съ этой дугой имфется другая 
дуга т”, укрфиленная въ нижней вфтви и сво- 

Фиг. 31. бодно проходящая через отвереме въ верх- 


*) Въ дальн®йшемь мы разсмотримъ еще такъ называемую абсолютную 
единиму силы, употребляющуюся въ точйыхъ научныхъ работахъ. 
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ней вфтви, гдЪ она кончается кольцомъ для подвфшивашя 
самого динамометра. При дфйстйи силы на крюкъ, пластинка 
сжимается, причемь верхн! конецъ дуги п выхо- 
дить наружу. 

По дфленямъ этой дуги, нанесеннымъ путемъ 
опытовь подвфшивавя грузовь при изготовления 
динамометра, опредфляется величина силы. х. 

Другой примфръ динамометра представляеть обык- 
новенный пружинный безменъ (фиг. 32), устройство 
котораго ясно видно изъ чертежа. 

$ 74. Изображене силы. Графически силу услов- 
но изображаютъ въ видЪ прямолинейнаго отрёзка, 
причем: 

1. одинъ изъ концовъь его находится 65 точ- 
къ приложеня силы; 

2. направлеме отрюзка совпадаеть съ напра- 
влешемь силы, т.-е. съ тьмъ направлешемъ, по 


с 


которому сила двигаеть или стремится двигать 1%- в 
ло; при этомъ сторона направленя указывается 
стрёлкой; ь 


3. величина отръзка должна соотвътетвовать и, чо, 
величины силы. Для этого, принимая напр., что 
длина 1 сантим. соотвётствуеть силВ въ 1 килограммъ, или 
длина 1 дюйма соотвфтствуетъ силЪ въ 1 
пудъ, наносять въ этомъ масштабь на 
начерченномъ отрфзкЪ величину силы, 
считая началомъ точку ея приложения. 

Такимъ образомъ (фиг. 33) отрЬзокъ 
ОЕ даеть ясное изображеще силы въ 2,5 килогр., приложен- 
вой къ точкВ О и дЬйствующей вправо въ указанномъ на- 
правлеши, 


Фит. 33. 


Основные законы механики. 


$ 75. Занонъ инерщи *). Всякое тъло, находящееся въ токоь 
или въ движени, стремится сохранить свое состояне ш не мо- 


*) Латинское слово ниернёй (шег#а) вполв® точно переводится русскимъ 
саовомъ косность. 
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жеть само по себъ, безъ дъйствя внъшнихь силь прати въ 
движене, если оно было въ покоъ или вакъ либо измльнить свое 
движене (по величинь или направленю скорости), если оно 
двигалось. 

Отсюда слФдуеть, что пока на тфло не дфйствують силы, оно 
или находится въ покоф, или движется прямолинейно и равно- 
м рно. 

Такимъ образомь законъ инерщи состоитъ изъ двухъ частей: 
первая изъ нихъ относится къ покою, а вторая—къ движе- 
но тЬлъ. 

Первая часть закона очевидна сама по себЪ; вторая не только 
не очевидна, но и не можеть быть доказана прямымъ опытомъ. 
Наобороть, наши ежедневные наблюден!я и опыты какъ бы про- 
тиворфчать этому закону. 

Такъ напр., мы видимъ, что всякое твло, движущееся по гори- 
зонтальной плоскости, постепенно уменьшаеть свою скорость и 
наконець останавливается. Итакъ, какъ будто бы выходить, что 
тЪло само собой измёняетъ свою скорость и изъ состояня дви- 
женя переходить въ состояше покоя. Если, однако, ближе 
вемотримея и вдумаемся въ это явлеше, то придемъ къ заключе- 
нию, что здфсь нфть никакого нарушеня закона инерщи. Замед- 
лее движешя и наконець остановка тфла происходять только 
оттого, что на тВло дЪйствують двЪ внфишя силы въ сторону 
противоположную движеню, а именно трение тфла о поверхность, 
по которой оно движется, и сопротивлеве воздуха, разсфкаемаго 
твломъ. Устранивъ эти оба сопротивяешя, мы имфли бы движен!е 
вфчное, прямолинейное и равномфрное, какъ этого требуеть за“ 
конъ инерщи. 

Справедливость этого доказывается въ нфкоторой степени приз 
м$фромъ движен!я небесныхъ тьлъ *). 

Закономъ инерщи объясняются очень мномя интересныя явлешя, 
ЧеловЪкъ, сидяний въ экипажь, вагонф, лодкф, откидывается на- 
задъ при началь движеня и виередъь при внезапной остановк® 
движеня, такъ какъ въ первомъ случаЪ его тфло стремится со- 


*) Криволинейность движен!я планетъ объясняется тёмъ, что кромф инер- 
щи на нихъ дБйствують еще внфшня силы, изь которыхъ самая значитель- 
ная притяжене къ солнцу, а затбмъ притяжены других планетъ. 
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хранить состояне покоя, а во второмъ случаф —состояне дви- 
женя. 

Выскакивая изъ движущагося экипажа, путешественникъ обла- 
даеть по инерщи скоростью экипажа, съ которымъ онъ составляль 
какъ бы одно цфлое, и, не принявъ этого во вниман!е, можеть 
легко упасть, такъ какъ эта скорость сложится по правилу парал- 
„лелограмма со скоростью его скачка и движене произойдеть въ 
ту сторону, въ которую онъ не разсчитывалъ соскочить. 

Точно также всякому иавфетно, что, разбфжавшиеь, трудно 
вдругъ остановиться и т. д. 

Инерция есть внутреннее свойство матер или вещества. 
'ТВло обладаеть тЪмъ большей инерщей, чфмъ болфе въ немъ со- 
держится вещества. ИзвЪстно, что твло болфе тяжелое не такъ 
скоро прекращаеть начавшееся движене, какъ тфло болфе легкое 
при тьхъ же самыхъ условяхъ. 

Поэтому законъь инерши можеть быть высказанъ еще въ такой 
форм: матеря сама по себь не можеть измънять своего со- 
стояния *). 

8 76. Законъь независимости дЪйствя силъ. Всякая сила, при- 
ложенная къ тьлу, оказываеть на него всегда одно и то же 
дьйстве, независимо отъ того, находится ли тьло въ покоь 
или въ движени, а также, дъйствуютъ ли на него еще и дру- 
ая силы или нету. 

Этоть законъ, какь и законъь инерщи, состоить изъ двухь 
частей. Въ первой части говорится © независимости дЪйстя силы 
оть состояня тла, во второй о независимости дьйстыя одной 
силы оть дйствя другихъ силъ, также приложенныхъ къ тьлу. 

Разсмотримъ сначала первую часть закона. Дъйстве нЪкоторой 
опредфленной силы на данное тьло, находящееся въ покоф, оче- 
видно, состоить въ томъ, что она приводить его въ нЪкоторое 
вполнф опредвленное движене **) или, что все равно, сообщаеть 


*) Замвтимь, что съ точки зрёнйя теоретической механики состояние тым 
зтарактеризуется исключительно ею скоростью. 'Такимъ образомъ нокой есть 
такое состояше тфла, въ которомъ скорость его равна пулю. 

**) Необходимо имфть въ виду, что здфеь разумвются совершенно свободныя 
твла, которыя могутъ безпрепятственно перемфщаться по любому направлен! . 
Если же тВло не свободно, то сопротивлешя его движению разсматриваются 
тоже какъ силы. Эти сопротивленя могутъ измфнить и даже уничтожить дви- 
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ему нькоторое опредъленное ускорене (такъ какъ всякое движе- 
не вполн характеризуется своимъ ускорешемъ). 

Двйстве той же силы на то же самое твло, но уже находящееся 
въ нёкоторомъ движенши, очевидно состопть въ опредвленномъ 
измфнеши этого движеня, т-е. въ измфноШи его скорости по 
величинв и направлено или, иными словами, въ сообщений ему 
нъкотораго опредъленнаго ускореня. 

По второму закону ускореше, сообщаемое силой двигающемуся 
тЬлу, совершенно одинаково съ ускорешемъ, сообщаемымь ею 
этому тфлу въ поко$. 

Отсюда непосредственно вытекаеть такое заключен!е: такъ какъ 
дДЬйсте силы на тЬло сводится исключительно къ производимому 
ею ускореню, то, слфдовательно, направлене силы есть вмъстт 
съ тьмъ и направлете ея ускоревя. 

Все сказанное вполнф подтверждается слфдующимь примфромъ. 
Дьйстве силы тяжести на свободное тфло, находящееся въ поков 
или въ какомъ угодно движеши, всегда одинаково: она сообщаеть 
ТЬлу всегда одно и тоже ускореше 9=9,8 м., направленное 

. внизъ по вертикали. 

Вторая часть разсматриваемаго закона можеть быть выражена 
такъ: если на тльло дъйствуеть не одна, а нтъеколько силъ, то 
хаждая изъ нить сообщаеть тъьлу такое же точно ускореве, 
накъ если бы она дъйствовала одна. 

Очевидно, что вел®детые этого тьло получить сложное движе- 
не, ускореше котораго будеть составнымъ изъ всфхъ ускоренй, 
сообщаемыхь ему отдфльными силами. 

На этомь замфчательномь началф основаны правила сложешя 
силъ, совершенно одинаковыя съ правилами сложешя скоростей 
и ускоренй. 


жеше, сообщаемое приложенной силой, такъ что дВЙстые ея выразится только 
въ видЪ давлешя на тфло. Всякое тЬло, поколщееся на нфкоторой плоскости, 
представляеть прейятствя къ своему движению по плоскости, вслфдстве тре- 
шя и сопротиваеши окружающей среды. Эти сопротивлешя (въ особенности 
первое) часто мотутъ быть такъ велики, что приложенной силы будеть недо- 
статочно для приведеня тфла въ движеше. Этимъ объясняется, почему, напр., 
мы можемъ пальцемъ привести въ движенше свободно висящ И колоколъ и не 
можемъ сдвинуть его съ мфета всей рукой, когда онъ стоить на землЪ. 


Примтры: 1. ДЪйстве силы, двигающей шаръ по жолобу съ н®ко- 
торымъ ускорешемъ а,, не зависить отъ дЪйств!я другой силы, дви- 
гающей шаръ вмфстф съ жолобомъ съ другимъ ускореншемъ а. 

2. Положимъ, что шаръ катится съ какой-нибудь скоростью по 
торизонтальной доскЪ, отстоящей оть земли на 16 фут. 

Когда шаръ достигнеть края доски, то онъ, описавъ кривую *), 
упадеть на землю, какъ оказывается, въ точно такое же время, 
какъ будто онъ свободно падаль по вертикали, будучи пу- 
щенъ безъ начальной скорости съ той же высоты 16 футовъ, т.-е. 


2.16 
во время #=\/-— =ц/=:.-5==ипочти въ 1 секунду. 


3. Камень, свободно падающий съ вершины мачты движущагося 
корабля, всегда падаеть у поднолйя мачты. 

$ 77, Занонъ равенства дйстйя и противодъйствя. Если одно 
тъло дюйствуеть на другое (или если одна частица ттъла дъй- 
ствуетъ на другую) съ нькоторой силой, то въ то же самое 
время второе тьло дъйствуеть на первое съ такой же точно 
силой, но дъйствующей въ противоположномъь направлении. 
Иными словами: если первое тфло притягиваеть или отталкиваеть 
второе тЬло, то второе тфло съ такой же силой притягиваетъ или 
отталкиваеть первое тфло. 

Этоть законъ обнаруживаеть взаимодьйствие тълъ или ча- 
стиць: дйств!я тфлъ или частицъ другь на друга взаимны, таку 
какъ они всегда равны и прямопротивоположны. 

Тфла (или частицы) могутъ дЪйствовать другь на друга тремя 
способами: непосредетвеннымь прикосновенемь, при помощи дру- 
зизь промежуточныхь или передаточныхь ттълъ (веревки, 
ремня, пружины и проч.), и на разстояни, какъ напр., зем- 
ное притяжене, магнитныя и электрическя силы. Вирочемъ, въ 
послёднемъь случаЪ также предполагается существоваше особой 
невфсомой передаточной среды, такъ что выражеше,дюйстве на 
тазетоянаи“ употребляется какъ для сокращешя рфчи, такъ и 
вслЪдств!е недостаточности нашихь знан!й о свойствахъ этой среды. 

Законъ равенства дЪйствя и противодёйствя простирается на 
веф случаи дЪйствя одного тфла на другое или одной частицы 
на другую. 


*) Въ безвоздушномъ пространств —парабо-иу. 
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`Примюры: 1. Если мы давимъ рукой на столъ, то и обратно 
столь давить на нашу руку ©ъ такой же точно силой. 

2. Когда мы тащимъ съ перемфнной силой при помощи веревки 
какой-нибудь грузъ, то онъ обратно тянеть нашу руку во всякй 
моменть съ силой, равной нашей сил%. 

3. Сь какой силой магнить притягиваеть къ себ кусокъ же- 
за, съ такой же точно силой этотъ кусокъ желфза притягиваеть 
къ себф магнить. 

$ 78. Различе движенй въ зависимости оть силъ. Положимъ, 
что на находившееся въ покоф свободное тфло, разсматриваемое 
какъ точка, начала дЪйствовать нЪкоторая постоянная сила Ё. 
Велфдетые этого тфло начнеть двигаться въ направлен!и силыъи 
въ концф первой секунды пр!обрфтеть нёкоторую скорость а. 

Если бы по истечеши первой секунды сила Ё перестала дЪй- 
ствовать, то, по закону инерцёи, тфло продолжало бы двигаться 
по тому же’ направленю. прямолинейно и равномфрно со ско- 
ростью а. Но если сила будеть продолжать дЪйствовать на тфло, 
10, по закону независимости дтъйстия силъ, она и во вторую 
секунду сообщить тьлу точно такую же скорость @, такъ что въ 
конц 2-ой секунды тЬло будеть уже имфть скорость а -- а=2а. 
Въ течене 3-ьей секунды сила сообщить тфлу еще новую ско- 
рость а, такъ что въ конц 3-ьей секунды скорость тьла бу- 
деть 2а--а==3а. Точно также, въ конць 4-ой секунды ско- 
рость тёла будеть =4а, и вообще въ конц {-ой секунды ско- 
роеть тфаа = аё. 

Итакъ, скорость тфла въ каждую единицу времени увеличивается 
на одну и ту же величину 4, которая такимъ образомъ представ- 
ляеть не что иное какъ постоянное ускорене, т.-е. свободное 
тизло, находившееся въ покою, приходить отъ дъйстия на него 
постоянной силы въ равномтрно-ускоренное движенче. 

$ 79. Допустимъ теперь, что то же самое тьло равномфрно дви- 
талось со скоростью %, въ тоть моменть, когда на него начала 
дЬйствовать по направлен движев!я та же самая постоянная 
сила РЁ. 

По закону независимости дфйствя силъ, въ концф 1-ой се- 
кунды скорость твла увеличится на прежнюю величину а и 6бу- 
деть и, -- а, въ конц 2-ой секунды скорость будеть ®, + За, 
въ конць 3-ьей секунды ", -|- За, въ конц {ой секунды ©, -- аё. 


РАВ Че 


Итакъ, въ этомъ случа движене тфла будеть также равно- 
мтрно-ускоренное. Пространство, пройденное имъ во время &, бу- 
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Это движене, какъ уже указывалось, можно разематривать во 
всяюЙ моменть, какъ состоящее изъ двухъ движевшй, происходя- 
щихъ по одному направлен!ю: одного равномфрнаго со скоростью 
%, и другого равноускореннаго съ ускоревемъ а, но безъ началь- 
ной скорости, т.-е. вполнф тождественнаго съ тьмъ движешемъ, 
которое получило бы то же тфло, но находившееся въ покоЪ, оть 
дФйствя той же постоянной силы Г. 

Итакъ, второе движеше зависить исключительно оть дФйстня 
силы ЁР. Первое же движене, очевидно, нисколько не зависить 
оть силы Е, такъ какъь оно уже существовало до ея дЬйствя. 
Отсюда мы должны заключить, что причина этого движешя заклю- 
чается въ свойствф самого тьла, а именно в» инерции его вещества. 

Такимъ, образомь равномтрное движение происходить только 
оть инерции. 

8 ВО. Если на наше равномфрно двигающееся тфло начнеть 
дфйствовать постоянная сила Е въ направлеши, ипротивоположномъ 
начальной скорости %,, то въ концё 1-ой секунды скорость тфла 
уменьшится на величину а и будеть о, — а, въ конц 2-ой се- 
кунды скорость будеть ®, — 2а, въ концф {-ой секунды 9, — аё, 

Очевидно, что въ этомъ случаф двмжене будеть равномтрно- 
замедленное. Пространство, пройденное тЪломт, во время #, будеть 
а? 
в. 

Легко видфть, что этотъ случай движешя, уже разсмотрьнный 
нами на примёрь вертикальнаго восхожден!я тяжелаго твла, под- 
тверждаеть все только что сказанное о вмян!и инерщи и постоян- 
ной силы на движен!е тёль. 

$ 81. Если на свободное равномфрно-двигающееся тло начнеть 
дЬйствовать постоянная сила 70дъ некоторымьъ узломъ къ на- 
правленю движен!я, то тфло будеть двигаться криволинейно, 
а именно, описывая нФкоторую параболу*) и перемънно, иакъ это 
мы уже видфли на одномъ частномъ прим рф. 


= — 


*) Видъ этой параболы, очевидно, зависить отъ величины начальной ско- 
рости и, ускорешя а и угла, образуемаго направленями скорости у и уско- 
рены @ (или, что все равно, силы Р). 


Ем 


Весьма понятно, что если на тЁло будеть дЬйствовать пере- 
мънная сила, то и движев!е тфла будетъ перемтънное. При этомъ, 
если сила будеть перемфнная только по величиню, но постоянная 
по направлен, то, когда это направлен!е совзадает»ь съ началь- 
ной скоростью тфла, движен!е будеть иеремьнное прямолинейное, 
а когда не совпадаеть, то перемюнное криволинейное. 

Сила, перемюнная то величинт и направленю, понятно, про- 
иИзводить меремюнное и криволинейное движение. 

$ 82. Силы пропорщональны своимь ускоренямъ. Въ, предыдущем 
мы видфли, что постоянная сила Ё, приложенная къ нфкоторому 
снободному тфлу, сообщаеть ему во вефхъ случаяхъ одно и то же 
ускореше а. Предположимъ, что къ этому тфлу приложена не 
сила Г, а другая постоянная сила Ё,, которая въ я разъ болфе Г. 
Легко доказать, что эта сила сообщить нашему тфлу ускореше 
а, = па. 

Дуйствительно, силу Ё, мы всегда можемъ представить какъ 
сумму изъ я силъ равныхъ Ё. По закону независимость дЪйствя 
силь, каждая изъ этихъ п силъ сообщить тфлу ускореше а; слЪ- 
довательно всё онф выфет или, что все равно, одна сила Е, 
сообщить ускореше —=а-- а-|-а....= па=а,. 

Итакъ, если одна сила въ я разъ болфе (или менЪе) другой, 
то и ускореше, сообщаемое одному и тому же тфлу первой силой, 
будеть въ п разъ болфе (или менфе) ускорешя, сообщаемаго вто- 
рой силой, такъ что а. Если къ одному и тому же тЪлу 
приложены двз силы Ё, и Г,, которыя не содержатся одна въ 
другой цфлаго числа разъ, то и въ такомъ случаф будемъ имфть, 
Е, 
Ю 
ваемому тЪлу снлами Р, и Ё,. 

Въ самом даф, мы всегда можемъ найти такую третью силу №, 
которая будеть общей мтрой для силь Ё, и Е», т.-е. будетъ со- 
держаться въ каждой изъ нихъ цфлое число разъ. 

Допустимь напр., Е, =РЁи Ё, =9Е, такъ что 


В оо. < 


ь 9. 


что 


г ‚ тдВ а, и а, — ускорешя, сообщаемыя разематри- 


Назовемъ ускорене, сообщаемое силой Ё нашему тЬлу, че- 


Ка И еЬ 
резъ а. Тогда, по только что доказанному, будемъ имфть, что 
а; =ра и а, =49а, откуда 


Е» 
ее теннь. : ® 


Изь равенствъ (1) и (2) прямо получаемъ, что 


И: 


т.-е. силы пропорциональны ускоренямь, сообщаемымь ими одному 
и тому же ттълу. 

$ 83. Зависимость между силой, массой и ускоренемъ. Равенство 
(3) можно написать въ такомъ видф: 


Очевидно, если возьмемь третью силу Р,, сообщающую нашему 
лу ускореше а,, то точно также найдемъ, что 
ие и: 
а  @ “ 2 4 


Отсюда слфдуеть, что отношешя силъ къ ускорешямъ, сообщае- 
мымъ ими одному и тому же тфлу, равны между собою и, значить, 
равны какому-то опредфленному постоянному числу. 

Не трудно найти это число. Для этого достаточно приложить 
къ нашему тфлу одну какую-нибудь постоянную силу и точно 
опредфлить сообщаемое ею ускореше. 

Но мы уже знаемъ, что пестоянная сила тяжести, выражаю- 
щаяся висо.мь Р тфла, сообщаеть ему постоянное ускореше у=9,8 м. 
Итакъ, раздфливъ вфсъ тфла Р на ускорене 9, мы и получимъ 
искомое число. Обозначимь его черезь т и будемъ называть 
ъмаесою ттьла. 

т 73 
мВ ЗЕ у 


Е 
Очевидно, что «= 


откуда находимъ: 


Р=ту, Е==та, Е т 


НЕЕ 


. Р 
'Уравнеше т, читается тавы масса тнла раена част- 


ному отъ дъленя силы на ускорене, 

а уравнеше Ё—=та: снла равна произведеню массы ттльла 
на ускореше. 

Уравнеше Е— та, устанавливающее зависимость между силою, 
массою тфла и ускорешемъ, получаемымъ тломъ отъ силы, есть 
одно изъ важнфйшихьъ уравнен! механики. 

$ 84. Масса тьла и ея измфреше. Физическое значеюме массы 
тъьла есть количество вещества, содержащагося въ тълъ. 

Механическое опредфлеше массы тфла, какъ частнаго оть дф- 
лешя силы на сообщаемое ею этому тЬлу ускореше, какъ скоро 
увидимъ, вполнф согласуется съ ея физическимъ опредфленемть 
и кромф того позволяеть установить мФру или единицу массы, 
съ которой можно сравнивать или, что все равно, посредствомт 
котораго можно измфрять массы какихъ угодно тфлъ. 

За единицу массы принимають массу такого тъла, которому 
единица силы сообщаеть ускореше, равное единиць длины. 


Найдемъ вфеъ этого тВла. Такъ какъ "=>, то, очевидно, 


т 
что масса тВла т будеть =1, если = т.-е. въ единиц массы 


содержится столько единицъ втеа, сколько единицъ длины 60- 
держится въ ускорени силы тяжести. 

Такимъ образомъ, принимая за единицу вфса килограммъ, а за 
единицу длины метръ, найдемъ, что единица массы вфсить 9,8 ки- 
лограмма, такъ какъ 9—9,8 метра. 

Принимая же за единицы вфса и длины руссмя мфры: пудъ и 
футь, получимъ, что русская единица массы вфеить 32,2 пуда. 

Выбирая другя единицы длины и вфеа, получимъ друйя еди- 
ницы массы. Напр., взявъ граммъ и сантиметрь, получим, что 


единица массы вфсить 980 граммовъ, а принявъ ^^ ицы длины 
и вфса фунть и футь, получимъ, что единица массы вфсить 32,2 
фунта ит. д. 


Задача. Къ свободному тфлу, взсящему 35 килограммовъ и на- 
ходившемуся въ покоф, приложена постоянная сила въ 2 килогр. 
Найти: 1) ускореше, сообщенное тфлу; 2) путь, пройденный имъ 
въ 3 секунды; 3) скорость въ концф 3-ьей секунды. 
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у у Р 
Рьшене. Изъ уравнешя Ё—=та получимъ, что Пи 


Найдемъ прежде всего массу даннаго тфла: 


а 86-186 
9798: 1 
Слфдовательно, ускореше а= 35 —= 0,56 метра. 


Такъ какъ движеще тфла будетъь равноускоренное, то путь, 
пройденный имъ въ три секунды, опредфлится изъ уравненя 


Скорость въ концф 3-ьей секунды = а = 0,56.3 —1,68 м. 

Примпчаше. Опредфленное такимъ образомъ значеше единицы массы 
иметь тоть недостатокъ, что зависить отъ единицы вфса, которая, какъ 
извЪстно, не есть постоянная величина. Поэтому въ научныхъ работахъ упо- 
требляется часто другая система мфръ, въ которой за единицу массы прини- 
маютъ массу или количество вещества, заключающагося въ 1 куб. санти- 
метр чистой воды при 4% С. Эту единицу массы называють зраммомь. (Не 
слфдуеть смфшивать граммъ-массу съ граммомъ-вфсомъ. Граммъ-вфеъ имфетъ 
различное значеше на различныхъ широтахъ, напр., на полюсф и на эква- 
тор, между тёмъ какъ граммъ-масса имфеть вездв одно и то же значен!е). 
За единицу силы принимають силу, называемую диной, которая сообщаеть 
единии% массы (грамму) ускореше въ 1 сантим. въ1 секунду. Такая система 
мбрь называется абсолютной или системой С. 6.5, тавкъ какъ основашемъ. 
ей служатъ тры постолмныя величины: сантиметръ (С), траммъ (С) и се- 
кунда (5). 

$ 85. Пропорщюнальность массъ въсамъ и объемамь. Положимъ, 
что имфемъ два тьла, вЪеа которыхъ равны Р, и Р,. Тогда масса 


перваго тфла м =, а масса второго тфла и, = т откуда 


т _ Р, 
т Р’ 
Т.е. массы гиумь пропорцональны ихъ въеамъ. 
Если эти тван однородныя, т.-е. если они состоять изъ одного 
и того же вещества, или если вообще равные объемы ихъ имЗють 
и равные вфса, то, очевидно, массы такихъ тфлъ пропорщюнальны 
ихъ объемамъ: 
м 
т 2. 


258: = 


$ 86. Представимъ, что къ тЬлу массы т, приложена сила Ё,, 
а къ тЬлу массы т, приложена сила Ё,. Тогда первое тфло нолу- 
чить нфкоторое ускореше а,, а второе — ускореше а., при чемъ 
Е, _ та, 
В та, 
Раземотримъ 3 частные случая этого равенства. 


* Е =та и Е,—=т,а,, или 


1. Силы равны: Е, = Е». Тогда та =1, или та, ==туа,, 


т: а, 
откуда т = = ‚ те. равныя силы (или, что все равно, одно 
й 


и таже сила) сообщаютъ тьламъ ускореня, обратно пропорци- 
нальныя ихтъ массамъ. 

Очевидно, что если при этомъ окажется, что ускорешя а; и а, 
равны, то можемъ заключить, что и массы т, и т, тЬхь равны 
и наоборотъ. Отсюда вытекаеть такое опредълеше равныхъ силъ: 
силы равны, если, дюйствуя на одинаковыя массы, онть сообщают» 
имъ одинаковыя ускореня. 


2. Массы равны: т, —=т.. При этомъ т.-е, если 


массы тфль равны, то ускорейя пропорщюнальны силамъ. 


ыы 
=7\, т.-в. если уско- 
т 


решя равны, то силы пропорщюнальны массамъ тЬлъ. 

$ 87. Итакъ, если одна и та же сила дФйствуеть на различ- 
ныя тЬла, то ускорения, сообщаемыя силой, будуть ттьмъь меньше, 
чьмь массы тльлъ больше. Но, по первому закону механики, тВло 
сопротивляется измфненю своего покоя или движешя волЪдетве 
инерци. Слфдовательно, чёмъ болфе будеть масса тфла, тЬмь 0о- 
лье оно будеть инертно. Инертность же тьла есть свойство его 
вещества, откуда слфдуетъ, что тфло будеть тёмъ болфе инертно, 
чЪмъ болфе въ немъ вещества или матер. 

Такимъ образомъ по масеф тфла мы можемъ судить о количе- 
ств заключающейся въ немъ матери или просто назвать массой 
тъла количество ео матери или вещества. 


3. Ускоремя равны: а, == а,. "Тогда Е 


Статика. 


$ 88. Основная теорема. Де» равныя м прямопротивополож- 
ныя силы, приложенныя къ твердому тълу, взаимно уравно- 
впшиваются, т.г. тЪло остается въ томъ же состояши, въ какомъ 
оно находилось до начала дфйстйя этихъ силъ. 

ДЪйствительно, единственное дЪйств!е силь Ё, и Ё, (фиг. 34) 
состоить въ стремленш измфнить разетояще между частицами 
Аи В тфаа, но такъ какъ въ абео- 
лютно-твердомь тлф разетояшя ме- > Ро 
жду частицами неизмЪняемы, то, 
слвдовательно, дЪйств!я обфихъ силъ Е 
взаимно уничтожатея и никакого 
измфнешя въ состоящи тфла не 
произведуть 

Справедливость этой теоремы доказывается также и сафдую- 
щимъ образомт. ДвЪ равныя и прямо-противоноложныя силы со- 
общають, по второму закону механики, равныя и прямо-противо- 
положныя ускорешя, но въ такомъ случаф ускореше, составное 
изъ нихъ, равно 0, т.-е. иначе говоря, совокупное дЬйстве этих 
силь равно 0-й, слфдовательно, об силы взаимно уравновши- 
ваются. Отсюда слфдуетъ, что если къ тфлу приложить или оть 
тЬла отнять какое угодно число взаимно-уравновьшивающихся силъ, 
то состояще его не измфнится. 

Слёдетые. „Дьюйстве силы, приложенной къ твердому тълу, 
не изитнитея, если точку приложения ея перенести въ какую 
угодно другую точку этого тьла, лежащую на направленли силы, 
или силу можно перенести по ея направлено, при чемъь дтй- 
стае силы не измънится. . 


Фиг, 34 


ва 


Положимъ, что къ тьлу въ точкф А приложена сила Г. При- 
ложимъ къ точкф В, лежащей на направлеши АР (фиг. 35), двЪ 
силы К, и К,, равныя силЪ Ё и прямо 
противоположных, оть этого состолше 
тфаа не измфнится. Но силы АКи ВЁ,, 
какъ равныя и прямопротивоположныя, 

Фиг. 35. взаимно уравновъшиваются и, слёдо- 
вательно, могуть быть отброшены. Тогда останется одна сила Ё, 
равная первой сил Е, но приложенная къ точкф В. Таким 
образомъ получилось, что точка приложен!я силы Г перенесена 
въ точку В, причемъ никакого измфнешя въ дфйстви силы не 
произошло. 


Сложеше и разложене силъ. 


$ 89. Поняще о равнодфйствующей. Вообразимъ, что на и\ко- 
торое тЬло, находящееся въ покоф, дЪйствують # различныхь 
силь Е, К, Е... Еь-в, Ёь. Веф эти силы взаимно-уравновии- 
ваются, т.е. дЪйстве какой-либо одной изъ нихъ, напр., силы №», 
уничтожаеть или уравновфшиваеть дЪйстве вефхъ остальныхь 
силь. “ 

Предетавимь теперь, что мы отбросили веЪ снлы кромё Р», 
но зато приложили одну новую силу Ё,', равную и прямо-про- 
тивоположную снлф Ё,. Очевидно, что при этомь твло по преж- 
нему будеть оставаться въ покоф. 

Итакъ, дЬйстве п —1 силь Ё,, Е,, Ёь.... Рь-: внолиф зам- 
нилось дЬйстемь одной силы Ё,'. 

Сила, дЪйстве которой вполнф замфняеть совокупное дЪйств!е 
ифекольвихь другихъ силъ, называется ихъ равнодюйствующей, 
а замбненныя его силы называются ея составляющими или сла- 
гающими. 

Точно также, если тЬло пе находится въ равновъеш, а дви- 
жется съ нёкоторымъ ускорешемъ а подъ дЪйстйемъ двухъ или 
изсколькихь силъ, то мы можемъ вообразить, что совокупное 
дьйстЫе этихъь силь можеть быть замфниено дЬйствемъ одной 
силы, приложенной къ тфлу въ нЪфкоторой точкЪ и сообщающей 
ему то же самое ускореше а. Эта послфдняя сила я будеть в: 
дъйствующей приложенныхь силъ. 


ов" 

Опредъленше равнодЪйствующей по даннымъ слагающимъ на- 
зывается дложенемь силъ. 

Понятно, что возможна и обратная задача: одну данную силу 
замвнить нъеколькуми другими силами, совокупное дфйств!е кото- 
рыхъ было бы одинаково съ дЪйстйемъ данной силы. 

Такая замфна одной силы ифеколькими называетси разложе- 
ниемъ силы и представляетъ, вообще говоря, неопредфленную 
задачу, ^ 

$ 90. Слвдуеть замфтить, что сложене и разложене силу, 
а также равнодфйствующая сила и ея точка приложешя суть 
только воображаемыя понятгя, вводимыя для облегченя и разу- 
лененя нашихъ представлен о дйстыи и свойствахъ силь, а 
в, особенности для упрощеня рёшеня основной ‚задачи статики: 
опредфленя усло равновфея тЪла, находящагося подъ дЪй- 
з1емь силъ. 

Сложеше силъ не всегда возможно: существуеть. какъ уви- 
димт, далфе, нфсколько случаевъ, въ которыхъ совокупное дЪй- 
стые двухь силь не можеть быть замфиено дЪйстмемь одной 
силы. Тогда говорятъ, что так я силы не имфють равнодВйетвующей, 

$ 91. Силы, приложенныя къ тЬлу, могуть находиться или 
ву, одной илоскоети, или въ различныхь плоскостях. 

Если двф силы лежать въ одной плоскости, то направлешя 
ихь или 1°, идуть по одной прямой, или 2°, пересфкаются между 
собой, или 3°, параллельны другь другу. 

Если дв силы не лежать въ одной плоскости, то направлен!я 
ихъ представляють двф пересфкающяея и ненараллельныя пря- 
мыя, Таюя прямыя называють перекрещивающимиея. 

Сложене двухъ силъ въ одну возможно только въ томъ слу- 
чать, если. эти силы лежать въ одной плоскости, за исключе- 
немъ одного частнаго случая, который мы подробно разберемь 
впослЪдетвйи. 

Итакъ, раземотримъ послфдовательно три случая сложеня силъ, 
приложенныхь къ тфлу: 

1) если силы дЬйствують по направленю одной прямой; 

2) если направленя силъ сходятся пли перес®каются; 

3) если направлешя силъ параллельны, 


8 е 


Сложенше силъ, дЪйствующихь по одному. направленю. 


$ 92. Теорема. Равнодьйствующая двузь силь, дьйствующизь 
по одному направленю, имюетъь то же направлеще и равна 
сумлиь иль, если силы дъйствують въ одну сторону, и равна 
разности ить, если силы дъаствуютъ въ противоположныя 
стороны. 

Положимъ, что къ нфкоторому тБлу, массу котораго назовемь 
черезъ т, приложены дв силы Ри ©, дВйствуюния по одному 
направленю и въ одну сторону, причемъ сила Р сообщаеть тЪлу 
ускореше а,, а сила © — ускореше а. 

Перенесемъ точки приложешя силъ въ какую-нибудь одну точку 
тЪла, лежащую на направлени силъ. Вел детве совокупнаго дЪй- 
сти обфихъ силъ т6ло получить составное ускорен!е а= а, -|- аз, 
равное сумм ускоренй, сообщаемыхъ отдфльно силами Ри 4, но, 
очевидно, что то же самое ускорен!е наше твло могло бы получить, 
оть третьей силы И, приложенной въ той же точкЪ, идущей по 
тому же направлен и равной суммЪ силь Ри ©, такъ какь 
В = та=т (а, |- а,) = та, {- та. =Р-{- ©. Если силы Р и 9 
дЪйствуютъ по одному направлению, но въ разныя стороны, то 
составное ускореше, получаемое тВломъ оть совокупнаго дВйствя 
обфихь силъ, будеть а’—=а, —а, (если Р> 9). Но, очевидно, 
что же самое ускореше тфло получило бы оть третьей силы 
В' —=Р— ©, совпадающей по направлено съ ббльшей силой Р, 
такъ какъ Л’ = та'==т (а, — а) == та, — та, = Р— ©. 

$ 93. Очевидно, что случай сложешя двухъ сидъ, идущихь 
по одному направленйю, легко распространить и на случай сло- 
женя какого угодно числа такихъ же силъ, такъ что можно счи- 
тать доказанной слфдующую общую теорему: 

РавнодЪйствующая н$феколькихъ силъ, дЪйствующихь по одной 
прямой, равна сумм ихъ, если вс силы дфйствуютъ въ одну 
сторону; въ противномь же случаф, равнодьйствующая равна 
избытку суммы силъ, дЪйствующихъ въ одну сторону, надъ суммой 
силъ, дЬйствующихь въ противоположную сторону. 

Называя силы, дЬйствующя въ одну сторону, положительны- 
ми, а въ противоположную сторону отрицательными, можно, 
высказать эту теорему еще въ болфе общей формЪ: 
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Равнодъйствующая нльсколькихь силъ, дъйствующихь по одной 
зрямой, равна по велиминть и направленю алзебраической сумлиь 
веъжъ этижъ силъ. 

Весьма понятно, что эту задачу легко рьшить и графически 
т. е. ИЖотроешемъ, 


Спожене сходящихся силъ. 


$ 91. Сходящяся силы. Силы называются сходящимиеся, если. 
направлешя ихъ пересфкаются въ одной точк$. 

Вообразимь, что къ свободному твердому тЪлу приложено нф- 
сколько сходящихся силъ. 

Если перенесемь эти силы по ихъ направленю въ общую. 
точку пересфчешя, то получимъ, что вое данныя силы прило- 
жены къ одной точкь ттьла. Эти силы могуть лежать или въ 
одной плоскости, или въ разныть плоскостяхъ, причемъ, однако, 
заждыя дв сжодящаяся силы, очевидно, всегда лежать въ одной 
‘плоскости. 

Изучен!е сложешя сходящихся силъ начнемь съ простЬйшаго 
случая, т.-е. съ сложеня двухъ сходящихея силъ. 

$ 95. Параллелограммъ силъ. Положимь, что въ точкф А сво- 
боднаго тБла приложены двЪ 
силы Ри © (фиг. 36) и тре- 
буетвя найти ихъ равнодЪй- 
ствующую. 

Силы Ри © сообщають 
нашему тьлу ускорешя а, = 


= © 
=: Я. = (гдВ м — масса 


тфла) по своему направлению. 
При этомь тВло получаетъ составное ускорене а, равное по величи- 
нф и направленю д!агонали параллелограмма 4/.ММ, построен- 
наго на ускорешяхъ а, —= АЁ и а, =АМ, какь на сторонахъ. 
Мы всегда можемт, представить, однако, что это послфднее 
ускореше а сообщаеть тфлу нЪфкоторая третья сила А, направле- 
не которой совпадаетъ съ направлешемъ этого ускорешя, а ве- 
личина равна произведешю изъ ускореня на масеу тфла, такъ 
что В-— ма. 


Фиг. 36. 
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Но, очевидно, что, увеличивъ стороны 42=а,. Фи АМ—= а, 
параллелограмма АЁММ въ т разъ, мы получимь новый парал- 
лелограмиь АРИФ, стороны котораго будуть но величии и на- 
правлению равны данным силамь Р — та, и 9 — та,, а Чагональ 
Е—==та представить по величин® и направлен ю искомую равно- 
дЬйствующую этихъ силу. Итакъ: 

Равнодъйствующая двухъ силъ, приложенныхь въ одной 
точкь, равна по величинь и направлено Фагонали параллело- 
грамма, построеннаго на этитъ силатъ, какъ на сторонатъ. 

Это положеше, одно изъ самыхъ основныхъ положен! меха- 
ники, называется пераллелограммомь силъ. 

Чтобы графически опредфлить числовую величину равнодЪй- 
ствующей (напр., въ килограммахъ или пудахъ), достаточно смф- 
рить длину отрёзка АА и сравнить ее съ масштабомъ силъ, вы- 
. браннымъ для силъ Ри ©. 

$ 98. Аналитическое опредфлене равнодъйствующей двухъ схо- 
дящихся силъ. Если уголь между снлами Ри © есть а, то уголь 
АРЕ—180°— а, и, слЪдовательно, изъ Д-ка АРА, получимъ, что. 
Е*— Р*+- 0*— 2РО с0з (180°—<) или В*— Рз-|- 01-|-2РФсоза, 
откуда 

В=ИР:- 91-2 Рева ..... И. 


Обозначивъ уголь между Ни Р черезъ а, а уголь между 
В и 9 черезъ а, (такъ что / (В, Р)=«; Д (В, 9)=а,) изъ 
тото же ДА-ка АРИ будемъ имфть 


В.Р: О= ва : що: ща, „а . (2) 
Частные случаи. 1. Если «=0° или «=180°, то силы Р 


и © ндуть по одной прямой и въ первом» случав—въ одну сто- 
‘рону, причемь В=У Р*- 0-Е 2Ро=Р-| ©, а во второмь 
случа — въ противоположныя стороны, причемъ *) 

Е=И Р*-{ 9 —2Р9=Р-—9. 
(Обобщеше правила параллелограмма на случай двухъ силь, иду- 
щихъ по одному направленйю). 


*) Такъ какъ с08 0% =1 и 603 1809 = — 1. 


сы: ев 

2. Если «=90', т.-е. силы Ри © взаимно перпендикулярны, 

то, такъ какъ со 90° —0: 
В=уР- 0% Р=Езта, ©=Есоза, и ме, 

3. Если РЕ ©, то В = У2Р:- 2Ркоза = Р У2(1-[ воз) = 


ею: & 
=2 76035. 


Изъ выражешы (1) для равнодфйствующей видно, что вели- 
чина ел зависить не только отъ величины слагающихъ, но и оть 
угла & между ними. Можеть случиться, что величина равнодЪй- 
ствующей будеть менфе каждой изъ составляющихъ. но во вея- 
комъ случаз И не можеть быть > Р-- © и менфе Р— 0. 

Задача, Опредфлить, при какомъ угл а, равнодЪйствующая 
равна каждой изъ составляющихъ, если Р= ©. 

$ 97. Треугольникъ силъ. Легко видфть, что для графическаго 
опредфлешя равнодЪйствующей двухъ сходящихея силъ нфть не- 
обходимоети строить полный парал- 
лелограммъ. Для этого достаточно = 
изъ конца одной силы, выражаемой й 
отрзкомь ОЛ (фиг. 37), провести 
прямую АС, равную и параллель- 
ную другой силь ОВ и точку С 
соединить съ точкой приложешя 
силь О. Прямая ОС, представляющая замыкающую сторону 
треугольника силь ОАС, и есть искомая составаяющая, 

Какъ видно, сложене сходящихея силъ вполнт тождественно 
съ сложенемь скоростей или ускорени (5 51), что безъ сомнп- 
я и должно было получиться, такъ какъ ускоремя пропорцто- 
нальны сила.мь, совпадаютъ съ ними по направленю и точно 
также графически изображаются прямолинейными отрьзками *), 

Построен е треугольника силъ представить такъ называемое 
геометрическое сложене, а поэтому равнодьйствующая двухь 
сходящихся силъ равна геометрической сум.мь ихъ. 


5 


Фиг. 37. 


*) Отрёзки, ичБющуе опредфленную длину, направлене и положеше, ко- 
торыми въ механикВ графически изображаются перемфщеня, скорости, уско- 
решя и силы, называются векторами. Два вектора называются геометрически 
равными, если они имфютъ равную длину, параллельны и одинаково напра- 
влены. Геометрическое сложеше и есть сложеше векторовъ. 
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$ 98, Многоугольникъ сил. Положимъ, что на точку А тфла 
дЪйствують четыре силы Ё,, Е,, Г, и Е, (фиг. 38). Сложивъ по 
правилу параллелограмма силы Ё, и Е, получимъ ихъ равно- 
дйствующую Ё,. Сложивъ Г, и силу ГР, найдемь В,, равно- 
дЬйствующую трехъ силъь. На- 
конецъ, сложивъ К, и четвертую 
силу Ё,, найдемъ искомую равно- 
дЪйствующую И вефхъ данныхь 
силъ. Но такъ какъ противоно- 
ложныя стороны параллелограмма 
равны и параллельны, то равно- 
дЪйствующую сходящихея силъ 

Фиг. 38. можно найти также съ помощью 
слфдующаго построен!я: изъ конца 
первой силы Г, проводать прямую №, ЕВ, равную и парал- 
лельную второй сил Х,, изъ точки В, прямую А, №,, равную 
и параллельную третьей сил Ё, и, наконець, изъ точки Д.— 
прямую А,И, равную и параллельную четвертой сил Ё,. Прямая 
АВ, соединяющая точку А приложеня силъ съ найденной точ- 
кой И, и есть искомая равнодфйствующая. 

Изь чертежа видно, что здфсь получается многоугольникъ 
АЕ, В,Е,ВА, называемый „многоугольникомь силъ. Силы, прило- 
зиенныя къ тЪлу, образують стороны этого многоугольника, иду- 
ия мо одному направленю или 
теченю, а равнодЪйствующая 
предетавляеть послднюю или 24- 
„мыкающую сторону, идущую по 
встрючному течению. 

Отсюда понятно, что если, при 

фиг. 39. построеви многоугольника силъ, 

стороны его, замкнутся сами со- 

бой (фиг. 39), то это значить, что равиодфйствующая сходя- 

щихся силъ равна нулю, или что эти силы взаимно уравно- 
втушиваются. 

Слъдетые. Положим, что давы силы №, Е, В, №, Е, ехо- 
дящляся въ точкь 4. Найдемь ихъ равнодфйствующую по пра- 
виду ‚многоугольника и затьиъ спроектируемь на нЪкоторую иро- 
изво ьную ось ХХ. Изь чертежа (фиг. 40) видно, что проек- 


` 
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щы силы Е, —=96; проекщя Ё, = $е; проекщя Е, =е4; проекщя 
И =4е; проекщя К, =е9*) и проекщя В —а9, Такъ какъ 
ад = а6 -- % + са {+ 4@ — 99, р 

то слфдовательно 

проекшя Ё==ир. Е, + пр. Е, + пр. В - пр. Е, + пр. Е, 
или проекция равнодьйствующей сходящижея силъ на какую-либо 
ов, равна суммт проекцей составляющихь на ту же самую обь. 
{Теорема проекцй силъ). 

Примъчане 1. Весьма понятно, что данныя силы мы можемъ 
складывать въ какомъ угодно порядкЪ, напр., силу №, съ силой у, 
затмъ силу Е, съ силой “ 
Е, и наконець ихъ равно- 
дЬйствующя Ви В". 
Въ результат получим 
снова ту же самую равно- 
дЬйствующую В. Итакъ, 
если силы будемъ скла- 
дывать по правилу мно- 
тоугольника въ различ- Фиг. 40. 
номъ порядкЪ, то форма 
многоугольниковъ можеть быть различная, но послфдняя или за- 
мыкающая сторона ихъ будеть одна и таже прямая АК **). 

Примтчане 2. Если данныя сходяшфяся силы не лежать въ 
одной плоскоети, то, при указанномъ построени, получается такъ 
называемый хосой многоугольникъ, стороны котораго лежать въ 
разныхь плоскостяхъ, 

$ 99. Параллелепипедъ силъ. Сложен!е трехъ сходящихся силъ, 
но лежащихь въ одной плоскости, хром способа многоугольника, 
можно еще произвести способомь построешя такъ называемаго 
параллелепипеда силъ Построене параллелепипеда силъ, оче- 
видно, вполи тождественно съ построешемъ параллелепииеда 
скоростей или ускоренй ($ 53). 


*) Проекщи, илушя по одному направленю (напр., направо) принято, 
считать ‘моложительными, & идущя по противоположному направлено — 
отрицательными. 

**) Предлагаемъ учащимся самостоятельно продфлать нЪфсколько такихъ 
упражненшй и опредЪлить графически величину равнодЪйствующей по произ- 
вольно выбраннымъ слагающимъ, взятымъ въ опредфлениомъ масштабЪ силъ. 


= 00.— 


Положимъ, что даны три такя силы Ё,, Е, и Ё,, сходящяся 
вЪ точкЪ О и соотвфтственно изображаемыя отрзками ОА, ОВ 
и ОС (фиг. 41). 

Проведемъ три плоскости черезь ОЛ и ОВ, черезь ОАн ОС 
и черезь ОВ и ОС, з затьмъ черезъ точки А, В, С три друмя 
плоскости, соотвфтетвенно паралдельныя тремъ плоскостямъ. Тогда 
У насъ получится нараллелепипедь 
ОАВЬСЕЕН, дагональ котораго 
ОЕ=Е и будеть искомой равно- 
дЪйствующей трехъ данныхт, силъ 


Дьйствительно, какъ видно изь 
чертежа, равнодЬйствующая силъ 
Е, и Е, изображаемыхъ отр№зками 
ОА и ОВ, выразится отр®зкомъ 
ОЛ, а равнодфйствующая этой послфдней силы и третьей силы 
Е, выразится отрзкомь ОЁ, т.е. дагональю нашего параляо- 
лепинеда, 

Итакъ, равнодъйствующая трежъь силъ, не лежащить въ 
одной плоскости, равна то величинъ и направлено Фагонали 
параллелепитеда, построеннаго на данныхь силатъь, какъ па 
ребрах. 

Если три данныя силы Ё,, Е, и Ё, взаимно нерцендикулярны, 
то при ностроен!и получается пря.моугольный параляелепипедь. Въ 
этомъ случаф, обозначивъ углы, образуемые силами РЁ, Е, Гз 
съ равнодфйствующей №, черезъ <, В иу, и замфтивъ, что дан- 
ныя силы представляють проекщи равнодфйствующей на ихъ на- 
правлен!я, будемъ имфть слфдующя равенства: 


Фиг. 41. 


Примъчане. Возвысивъ три посльдн!я равенства въ квадрать, 
и сложивъ ихъ по частямъ, получимъ { 


603°а -|- с03В -{- 058 — А или 
с08%а -{- с08*8 -|-с053у =1, 


т.-е. сумма квадратовъ косинусовъ угловъ, образуемыхъ д1агональю 
прямоугольнаго параллелепипеда съ его ребрами, равна единицв- 


= 


$ 100. Разложеше силъ. Разложеше силы на дв сходящяся 
составляющ!я есть, вообще говоря, задача неопредфленная, такъ 
какъ она сводится къ построенйю треугольника силъ по одной 
данной сторонф. Поэтому, чтобы получить вполн% опредфленное 
рьшеше, необходимо, кромф данной силы, знать еще какя-нибудь 
ов величины, достаточныя для построешя одного опредфленнаго 
треугольника, напримфръ, величины обфихъ составляющихъ силъ, 
пли углы, образуемые ихъ направленшями съ равнодфйствующей, 
или величину и направлеше одной изъ составляющихь и т. д. 
Приведемъ ифсколько примфровъ разложеня силъ. 

Задача 1. Силу, выражаемую отрзкомь а, разложить на двз 
силы, выражаемыя отрзками Бис (фиг. 42), 


Вопросъ сводится къ построено р 
треугольника (силъ) по тремъ данным 
сторонамь а, В и с. Построивъ тре- о \е 
угольникъ АРА/, изъ точки А прово- у а ры. 
димъ прямую ЛО, равную и парал. Ас 
лельную сторон РМ=е. Искомыя в 
силы будуть АРи Л©. Г. 

Задача 2. Разложить силу К-=АВ 
на двф силы, изъ которыхъ одна енда Фиг. 42. 


РЕАС дана по величии® и направлешю (фиг. 43). 
Построивъ треугольнякь АВС по двумъ 
сторонамъ и углу между ними, изъ точки А 
проведемь прямую АД, равную и параллель- 
ную прямой СВ. Прямая АД и выражаеть 
искомую вторую слагающую © по величин д 
и направлению. 
Задача 8. На кронштейн АВС, состоя- 
щемъ изъ двухъ стержней АВ и ВС, вдфлан- 


ныхь въ стЬну, подвфшенъ грузъ М, вЪеь ы 
котораго графически изображается отрфзкомъ 0 
МР. Опредфлить натяженше стержней АВ и а: 


ВС (фиг. 44). 

Перенесемь силу МР по ел направлен!ю въ точку В и такъ, 
чтобы ВЕ = МР и разложемъ силу ВЕ по направлешямь АВ 
и ВС. Для этого изъ конца Е данной сплы проведемъ прямыя 
ЕЕ, и ЕЕ,, паралаельныя АВ и ВС, до пересфченя съ этими 


ее 9аь 


лиНями или ихъ продолжешями. Тогда получимъ параллело- 
траммь ВЕ, ЕЕ,, стороны котораго ВЕ, и ВЕ, и выражають 
искомыя натяженя стержней. Изъ направленя найденныхъ сла- 
тающихь можемъ заключить еще, что сила ВР, растягиваеть 

стержень АВ, а сила ВЁ, сжимаетъ стержень: ВС. 
Предлагается рьшить эту же 
задачу вычислешемъ, если грузъ 
равняется 10 килогр., а уголь 
АВС равенъ: 1) 30%; 2) 45‘; 3) 50°. 
Разложене данной силы Ё 
на три составляющих опредфлен- 
нымъ образомъ возможно только 
въ томъ случаф, если даны три 
дополнительныя величины, на- 
Фиг. 44. примфръ, три угла, образуемые 
направлешями искомыхь слагаю- 
щихъ и равнодЪйствующей. Вопросъ сводится тогда къ построеню 
параллелепипеда по данной дагонали и угламъ, составляемымь 

ею съ ребрами. 

уши 8 101. Аналитическое опредфлеше равнодфйствующей нъсколь- 
‘м вихъ сходящихся силь производится совершенно также, какъ опре- 

дДБлеше составной скорости сложнаго движешя ($ 56). 
: Каждую изъ данныхь силъ Ё,, Ё,, Е, Е, разлагають по 
правилу параллелепипеда на три составляющия силы по напра- 
^^ *"“зленю трехь взаимно-перпендикулярныхь осей ОХ, ОУ 0%, 
пересфкающихся въ точкф 0 приложея данныхъ силъ. Затьугь 
складывають полученных составляющ!я силы, идуня вдоль каж- 
дой изъ осей и находять ихъ равнодфйствующя И,, И, и И, 
Наконець склалывають по правилу параллелепипеда эти три равно- 
дВйствующия и получають общую равнодфйствующую Й вебхъ 
данныхь силь. Эта равиодЪйствующая. а также углы ©, В, у, 
образуемые ею съ составляющими И,, В, и В, опредфлятси по 

извфетнымъ уже формуламъ: 


>Е, 


ВУИ ЕА: ед. - - 
В В 
6054 = 2; с08В — =: 60$ = р я та. 
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Частный случай. Если всЪ сходящёяея снлы лежать въ одной 
плоскости, то ихъ слфдуеть разложить (или спроектировать) по 
направлешямь двухъ осей ОХ и ОУ, лежащихъ въ той же самой 
плоскоети и зат$мъ сложить въ двф равнодфйствуюцщия Л, и п. 
Общая равнодЬйствующая вефхъ силь, очевидно, будеть 


В=УЕл- В,» 
а уголь «, образуемый ею ст, составляющей В,, опредлится изъ 
равенетвь: 


В, = Исоза; В, = Изта; пва у. д 

Е, з 

Слъдетье. Изъ выражешя А —=УИ,*-|- ВЕ, слфдуеть, что 

В=0, если К,=0, В, —0и А,=0, т.е. что равнодЪйствую- 

щая иЪсколькихь сходящихся силъ только тогда равна нулю, 

когда хаждая изъ ея составляющих по 3-мъ взаимно перпенди- 

кулярнымь осямъ равна нулю. 

Отсюда вытекаетъ, что три сходяиияся силы, не лежания въ одной 

плоскости, не могуть взаимно уравновиваться, такъ какъ всегда 
имВють равнодфйствующую, не равную нулю. 


Сложене параллельныхь силъ. 


$ 102. Сложеше двухь параллельныхь силъ, дЪйствующихь въ 
одну сторону. Равнодъйствующая двухъ параллельныхь силъ, 
дьйствующить въ одну сторону, равна сумм игь, параллельна 
иумъ и направлена въ ту же сторону; точка приложешя ея 
дълить прямую, соединяющую точки приложения составляю- 
щихь на части, обратно пропорцональныя этимъ силамъ. 

Положимъ, что къ двумъ точкамь Аи В свободнаго тла при- 
ложены двф параллельныя и въ одну сторону направленныя силы 
Ри © (фиг. 45). Требуется найти величину, направлеше и точку 
приложения ихъ равнодфйствующей. 

Соединимъ точки А и В прамою и къ концамъ ея приложим 
равныя и прямо-противоположныя силы М и №. Какъ извфетно, 
эти двз силы взаимно уравновфеятся и никакого измфнен!я въ 
состояни тфла не произведутъ. 

Теперь сложимъ сходяшйяся силы АРи АМ, а также ВФ и 
ВМ и затьмъ перенесемъ равнодйствующя АЁи ВУ въ точку (' 


РЕ 


ихъ пересёченя, такъ что АЕ=СК и В-/—= СГ. Проведемъ 
черезъ точку С прямую М'М№', параллельную АВ, и прямую ('0, 
параллельную направлению силь Р и ©. Разложимь силу ОК 
на силы СЕРи СМ', а силу ОГ на силы Ср и С№'. 

Изъ равенства Д-ковъ 
АМЕНн СМ!К слфдуетъ, 
ч10 АМ=СМ', а изь 
равенства Д-ковь ВМ. 
и С№'Г,—что ВМ=ОМ. 
Но такъ какъ А М==ВМ, 
тои СМ!'=ОМ', а потому 
эти силы, какъ равныя и 
прямопротивоноложныя, 
можно отбросить. 

Тогда у насъ оета- 
нутся только двф силы: 
СЕ— равная и параллель- 

фаг $, ная сиб Ри ОСО—рав- 

нал и параллельная сиав ©. Сложивт, силы ОЁРи СО, получим 
искомую равиодьйствующую А = Р- 0. 

Перенесемъ точку приложешя равнодфйетвующей вт, точку 0, 


Г] 
лежаную на прямой АА, и найдемъь отномене Во: 
Изь подобныхь А-ковь АСО и КСЕ находимъ, что 
АО _ КЕ 
00 би ° м 
а изь подобныхь А-ковь ВСО и ТСР, что 
во ПЕ р 
б0=бр ``... пахал! {9 
Раздвливу, по частямь равенства (1) и (2), получим 
А0.С0 _КЕ.СО 
00:80 Сер’ "№ 
замтивь, что КА= ОЕ и сокративъ: 
Аба или конець: Ао З 
во = ср’ наконец: то... . (3), 


тле. прямая АВ дьлится въ точкь О на части АОи ВО, обратно 
пропорцюнальныя силамь Ри ©. 


РО: 1% 


$ 103. Сложене двухь параллельныхь силъ, дЪфйствующихь въ 
разныя стороны. Равнодюйетвующая двухь параллельныхь виль, 
равна ижь ралности, параллельна имь, дъйствуеть въ напра- 
вление ббльшей силы и приложена въ точкь, разстояня кото- 
рой отъ точекъ приложешя составляющихь обратно пропорцио- 
нальны этиымъ силамъь. 

Положимъ, что въ точкахь А и В тЪла приложены дв па- 
раллельныя силы Ри ©, при чемь Р> © (фиг. 16). Разаожимъ 
силу Р’ на дв параллель- 
ныя слагаюния силы такъ, 
чтобы одна изъ нихъ бы 
ла равна сил © и при- 
ложена къ точкЪ } 8 На 
основани — предыдущей 
теоремы находимл, что 
вторая слагающая рав- 
на Р—© (такъ какъ 
О РЬ 9=Р) и при- 
ложена въ точкЪ О, раз- 
стояе которой оть точки № опредфлится изъ только чо вы-’ 
веденной пропорщи 


Фиг. 46. 


Р-® 


Теперь, вмфсто двухъ силь Ри ©, имбемъ три силы Р— ©, 
Ои ©, изь которыхь дв послфдшя, какъ равныя и прямо- 
противоположных, взаимно урзвновыииваются и потому могуть 
быть отброшены. Такимъ образомь остается только одна сила 
Р —©9— В, которая, слфдовательно, и будеть искомой равно- 
дЪйствующей, 

Чтобы найти отношене разстоян!й точки О приложешя равно- 
дЬйствующей оть точекь А и В приложешя составляющихь Р 
-и 0, прибавимъ къ объимъ частямъ пропорщи (1) по единиц. 


Тогда получимъ: 


АВ-- 40 _Р—940 ВО _Р 
Ао и ро’ 


м. = 


что и слфдовало доказать. 


бб 


$ 104. Пара силъ. Сложеше двух параллельных силь Ри (, 
дБйствующихь въ разныя стороны, предетавляеть весьма зам 
чательную особенность, когда Р=, т.-е. когда эти силы 
равны. 

Въ этомъ случаВ равнодфйствующая № —=Р— 9—0, а раз- 
= В? — ОО, т.-6. 
равнодЪйствующая равна нулю, а точка приложешя сл оть соста- 
вляющихь удалена на безконечно-большое разстояне, 

Тая несообразныя рьшеня указывають на непримнимость 
теоремы въ данномъ случаф, откуда слёдуеть заключить, что да 
равный и параллельныя силы, дйствующая въ разныя стороны, 
не имюютъ равнодьйствующей. 

Такая система параллельныхъ силъ называется парой силь. 
Пара силь представляеть такую же самостоятельную причину 
движешя, какъ и сила. Поэтому изучеше ея свойств составляеть 
особый отдфлъ механики, къ которому мы и перейдемь въ бли- 
жайшемъ будущем. 


стоянНе ея оть точки А или АО 


105. Зависимость между силами Р, Фи К и разстоянями ихъ 
точекъ приложеня. Назовем, черезь а-— АВ разстояще между 
точками приложешя силь Ри ©, а черезь ри 9 — равстояня 
АО и/ВО этахь точекь оть точки приложешя равнодфйствую- 
щей №. Между силами Р, ©, К и разстоящями р, 4, а суще- 
ствуеть постоянная зависимость, одинаково справедливая, будуть 
ли параллельныя слагаюния Р и © направлены въ одну или въ 
разныя стороны, а именно: 


или отношене каждой изъ треть силь Р, Фи В къ разстоя- 
ню между точками приложеня дуть остальныть силъ есть 
величина постоянная. 

Докажемь эту теорему. Какъ уже было выведено для обоих 
случаевь: 


= о НА ОСИ 


=: — 


1-й случай. Прибавимъ къ обфимъ частямъ равенства (2) по 
единиц. Тогда 


Ре ра 
9 №. 
или (см. фиг. 45) 
в_а В [4 
| .. (8 
9 р се ` ) 
РУ @ 
Написавъ равенство (2) въ видь Г и, соединивъ его съ 
равенствомъ (3), получим 
& РО 
"а 
2-й случай. Вычтемъ изъ обфихъ частей равенства (2) по еди- 
пицф. Тогда 
Ч 
тие 
или (см. фиг. 46) 
и = пли т. 
9 —в’ ар. 


Соединивъ только что указаннымъ образомъ это равенство съ 
равенствомъ (2) по прежнему получимъ 
ВВ = 1@ 
879 р’ 

$ 106. Графическое опредфлеше точки приложешя равнодЪй- 

ствующей двухь параллельныхь силъ. По даннымъ слагающимь 


Ри Фи разстояю а между ихъ р 
точками приложешя, легко опредфлить Е | 
построенемъ точку приложенйя равно- в 
дъйствующей, 


Для этого оть точки А (фиг. 47 
и 48) по направлению ббльшей силы 
отложимь отрёзокь АС — величинь 
меньшей силы ©, а оть точки В по 
направлению, противоположному сил 
©, отложимъ отрфзокь ВО==величин® 
силы Р. Соединивъ точки Си пря- 
мою, находимъ въ пересфчени прямой СЛ съ АВ (или ея про- 
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Фиг. 47. 


— 98'— 


должешемъ) точку 0, которая и есть искомая точка приложеня 


равнодЪйствующей. 
Дьйствительно изъ подобныхъ А-ковъ АОС и ВОЛ имфемъ, что 
40 _ © 
в0—Р° 


$ 107. Разложене равнодЪйствующей на двЪ составляющя про- 
изводится при помощи основныхъ уравнений 
о Е: 
а Ч р 
Такъ какь изъ трехь уравненй можно опредфлить только тры 
неизвзетныя величины, то, слфдовательно, задача о разложени 
равнодЪйствующей № имфеть опред%- 
ленное рьшене только въ тфхъ слу- 
чаяхъ, когда изъ 5 величинъ а, р, 4, 
Р, © двЪ величины даны усломами 
задачи *). 
Въ качеств примфра, укажемъ гра- 
фическое рьшене слфдующей задачи: 
Разложить силу Ё на двЪ парал- 
Фиг. 48. лельныя силы, дЬйствующя въ одну 
сторону, если даны ри 4. 
Поетроимъ на прямой АВ —=а=р-{- 4 параллелограммъ такъ, 
чтобы сторона его АС была равна и параллельна прямой ОЙ = 1. 
Дагональ ВО параллелограмма 
СНВ разефчеть прямую ОЙ въ точк® Е 
на два отрфзка ОЕ-=Ри ЕЙ=0, 
которые и представять искомыл 
слагаюцщия. Дъйствительно, изъ 
подобныхь А-ковь АВС, ОВЕ 
и СЕЁ сафдуеть, что 
Фиг. 49. ре. 
а Ч р 
$ 108. Сложеше нЪескольнихь параллельныхь силъ. Положимъ, 
что къ тремъ точкамь А, Ви С абсолютно твердаго тла прило- 


*) Учащимся рекомендуется заняться самостоятельно рфшешемъ этихъ 
задачъ, какъ вычислешемъ (аналитически), такъ и построешемъ (графически). 


жены параллельныя силы Ё,, И; и К,, дйствующия по одному 
направлению. Требуется найти величину, АЕ" и точку 
приложеня равнодЪйствующей. 

Сложивъ по извфстнымъ уже правилам сперва тя снаы И, 
ин Р,, найдемъ ихъ равнод®йствующую М = #, -- #, и точку ДР 
ея приложеня. Сложивъ затфмъ силу Л и третью данную силу №, 
найдемт искомую равнодЪйствующую = №, -|- №, - Ё, и точку 0 


ея приложения. 

Точно также посту- 
пають, если дано 4 и 
болфе силь. 

Если дано н®сколько 
параллельныхь  силъ, 
изъ которых одн% Р,, 
Р,, Р.... дЪйствуютъ 
въ одну сторону, а 
друмя Р, Р.Р 
въ другую сторону, то, 
сложивъ сперва всЪ 
силы, дЬйствуюня въ 


одну, а затьмъ всф силы, дЪйствующя въ другую сторону, 
получимъ двЪ равнодфиствующия параллельныя силы, идушя въ 


разныя стороны: 


В=Р- ВР, +... 

Сложивъ силы А; и 1, получим равнодЪствующую А вофхъ 
данныхъ силъ. Направлене равнодЪйствующей 1, очевидно па- 
раллельно направлению данныхь силъ, а величина равна алге- 
браической сумм ихъ, т.-е. 


В=Р+РЬ+Ь+.... 


или, короче; 


Примъчане. Весьма понятно, что параллельныя силы, прило- 
женныя къ тБлу, могуть и не находиться въ одной плоскости, 

$ 109. `Центръ параллельныхь силъ. Точка О’ приложеня равно- 
дЪйствующей, опредфленная по извфстнымь правиламъ сложешя 


Фиг. 50. 


ВР, Р.Р, + 


м. 
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параллельныхл, силъ, обладаеть замфчательнымь свойством$, волфд- 
стве котораго она носить 060бое назваше центра’ параллель- 
ныхъ силъ. 

Вообразимъ, что мы повернули всЪ данныя силы около ихъ 
точекъ приложеня на одинъ и тотъ же уголъ, т.-е. не измфная ихъ 
параллельности. Тогда, очевидно, и равнодфйствующая Ё повер- 
нется на тоть же самый уголь, причемъ величина и точка О 
приложешя ея останутся безъ измфненя. Но если бы мы ранфе 
перенесли точку О въ какую-нибудь другую точку, наиримфръ, 
въ точку К или въ точку Г, лежанйя въ направлеши равнодЪй- 
ствующей, то, при поворотВ равиодфйствующей, эти точки также 
переместились бы въ точки К” или 1/. 

Слъдовательно, точка О есть единственная точка, которая 
при любомь поворотть силь сохраняеть всегда одно и то же опуе- 
дъленное положене. 


$ 110. Если силы И, и В,, т.-е. равнодЪйствуюния параллель- 
ныхь силъ, дЬйетвующихь въ одну и въ другую сторону, будуть 
равны между собою, то будемъ имфть одинъ изъ слёдующихь 
двухъ случаевъ. 

1-й случай. Если В, и Е, имфють одну общую точку прило- 
женшя, то эти силы, какъ равныя и прямо-противоположныя, 
взаимно уравновфеятея, т.-е. ихъ общая равнодЪиствующая В 
будеть = О и, слфдовательно, трло подъ дЪйстмемь вефхъ дан- 
ныхъ силъ останется въ равновъеи. 

2-й случай. Если В, и В, приложены въ двухъ различныхь 
точкахъ, то эти силы образують такъ называемую пару силъ, 
которая не можеть быть уравновЪшена одной силой, такъ какъ 
не имфетъ равнодфйствующей. Пара силъ, какъ скоро увидимъ, 
можеть быть уравновфшена только другой парой силъ. 


$ 111. Разложене данной силы на нъсколько параллельныхъ есть 
задача, вообще говоря, неопредфленная и даже не всегда воз- 
можная. Рьшимъ для примфра одну изъ такихъ задачъ. 

На столь, опирающЁйся на три ножки, положенъ грузъ Р. 
Опредфлить давлеше отъ груза на каждую изъ трехъ ножекъ. 

Вопросъ сводится къ разложению силы Р, приложенной въ 
точкь 0, на три параллельныя составляющия силы, приложенныя 
въ точкахъ А, В, С (фиг. 51). } ? 
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Соединимъ прямою АО точки Ай О и продолжимъ ее до 
пересфчешя. съ прямой ВС въ точкЪ Д. 

Измфривъ разстояшя АО и 
ЛО, разложимъ силу Р на двЪ 
параллельныя составляющя Ё, 
и 1/, приложенныя въ точкахъ 
А и Д, принимая во внимаше 
извъстныя равенства: 


Затбмъ точно такимъ же спо- 
собомъ разложимъ силу М на двЪ 
параллельныя составляющи у 


р 


и т, приложенныя въ точкахъ ЕАН 
Ви С, по усломямъ 
жк 26_в 
М=Е-+ЕЬЕ и рв= в 


Итакъ, предложенная задача имфеть вполиЪ опредЪленное р- 
шение *), 


Пары силъ. 


$ 112. Опредъленя. Какъ уже извфетно изъ предыдущаго, дв® 
равныя параллельныя силы Ри Р, направленныя въ разныя сто- 
роны и приложенныя къ двумъ точкамъ 
А и В одного и того же твердаго тфла, 
образують такъ называемую пару силь 
(фиг. 52). Кратчайшее разстояше АВ, 
между силами называется ®лечомь пары. 
Такъ какъ точку В приложея силы 
всегда можно перенести въ точку В, кон- 
ца плеча, то въ дальнфйшемъ изложени фиг. 52. 
мы всегда будемъ принимать, что концы 
плеча или перпендикуляра къ обфимъ силамь пары совиадають 
съ точками приложешя этихъ силъ. Плоскость, проходящая черезъ, 


*) Рекомендуемъ рёшить эту задичу графически и аналитически по само- 
стоятельно выбраннымъ даннымъ величинамъ. 
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06% силы пара, называютъь плосхостью пары (плоскостью дЬй- 
стйя пары). 
Пару, состоящую изъ двухъ силь Ри Р, сокращенно обозна- 
чають такъ (Р.Р). 
$ 113. Дъйстве пары силъ на тЬло, очевидно, заключается въ 
томъ, что она стремится вращать тЪло въ ту или другую сторону, 
смотря по направлению силъ. Если силы направлены такъ, какъ 
показано на фиг. 52, то говорять, что пара стремится вращать 
тЬло по направленю, совпадающему съ на- 
правлешемъ движен!я часовой стрфлки. При 
обратномь направлеши силъ (фиг. 53) пара 
вращаетъ тфло въ направлени, обратномъ дви- 
женою часовой стрфлки. 
Пара силъ, какъ извЪетно, не имфетъ равно- 
дЬйствующей, т.-е. пара не можеть быть замЪ- 
Фиг. 53. нена, а слфдовательно и не можеть быть урав- 
новфшена какой-либо силой. Это прямо выте- 
каеть изъ того простого соображешя, что сила стремится сооб- 
щить свободному тёлу поступательное движеше, а пара—вра- 
щательное. 
Такимъ образомъ пара силъ представляеть особую са.мостоя- 
тельную причину вращательнаго движения. 
ДЬйстве пары силъ можно обнаружить на сафдующемъ про- 
стомъ опытв. Положимъ на гладьйЙ столъ какой-нибудь предметъ, 
напр. перенлетенную книгу, и сообщимь 
ему въ точкахъ А и В (фиг. 54) по направ- 
> лешямъ, указаннымъ стрфлками, два одновре- 
менныхъ и равиосильныхь толчка посред- 
ствомъ двухь равноупругихъ и одинаковых» 
у сжатыхъ пружинъ (или еще проще посред- 
ствомъ двухъ щелчковъ пальцами). Мы за- 
фиг, 54. мфтимъ тогда, во-1-хъь, что наше тьло по- 
Е лучить только одно вращательное движене 
(безъ поступательнаго) по направлению движешя чаеовой стрфлки, 
и, во-2-хъ, что нельзя найти на тфлф такой точки, приложивъ къ 
которой какую-нибудь силу, можно было бы остановить вращен!е. 
Вращеше прекращается здфсь вслЬдстые сопротивлейй  оть 
трешя. 
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$ 114. Моментомь пары называется произведеше Р.р изъ ве- 
личины одной силы Р пары на`длину р ея плеча (фиг. 52—53). 
Такъ какъ силы измфряются единицами вфса, а плечи—едини- 
цами длины, то моменть пары представляетъь сложно-именованное 
число (килограммо-метры или пудо-футы). 

Моментомъ пары, какъ увидимъ, измфряется величина или 
напряжеше пары. За единицу или мфру моментовь принимають 
моментъ, равный произведеню изъ единицы силы (килограммъ 
или пудъ (на плечо, равное единиц длины (метру или футу). 
Такая единица моментовь называется килограммо-метромь или 
пудо-футомъ *). 

Внолнф понятно, что употребляются и друМя единицы мо- 
ментовъ, напр., килограммо-сантиметры, фунто-футы и проч., если 
это окажется удобнымъ по роду данныхъ величинъ. 

Замфтимъ, что численная величина пары равна численной ве- 
личинф удвоенной площади А-ка АВР (фиг. 53). 

Если пара стремится вра- 
щать тфло по направлено 
движен!я часовой стрфлки, то 
моментъ ея считается положи- 
тельнымь, & если въ обрат- 
номъ направлен, то—отры= 
цательнымъ. 

$ 115. Основныя свойства 
паръ, ДвЪ пары (Р,Р) и(©,0) 
имфющя общее плечо АВ Фиг. 55. 

(фиг. 55), равныя по величи- 

ив силь (Р= 9) и прогивоположныя по ихъ направлению, взаим- 
но уничтожаются или уравновшиваются. Это сафдуеть изъ того, 
что тая двф цары представляютьъ ничто иное, какъ систему че- 
тырехъ взаимноуравновфшивающихея силъ. 

Всякую пару безъь измфнешя ея дфйств можно: 

1) перенести параллельно самой себф въ любое мфето ея пло- 
скости или даже другой параллельной плоскости; 

2) повернуть на произвольный уголь около какой угодно 
точки ея плеча или его продолжен!я; й 


*) Замфтимъ, что 1 нудо-футь=5 килограммо-метрамъ. 
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3) замфнить другой парой съ другой силой и другимь пле- 
чомъ, но съ тьмъ же моментомъ по величин и направлен!ю. 

$ 116. Параллельное перенесеше пары. Положимъ, что къ иф- 
которому тёлу въ плоскости М приложена пара (Р,Р) съ плечом 
АВ (фиг. 56). Эту пару можно перенести параллельно самой себъ 

въ какое угодно м%ето 
этой плоскости или 
другой параллельной 
плоскости, напр. плос- 
| кости №, принадлежа- 
щей тому же самому 
тЪлу. Докажемъ вторую 
часть этой теоремы, 
Проведемъ глф-ли- 
60 въ плоскости № пря- 
мую 4, В,, равную и 
. Фиг. 56. параллельную прямой 
АВ, и приложимь къ 
концамъ ея двф раввыя и противоположныя пары или, что все 
равно, четыре равныя и противоположныя силы (Р,,Р,) и (Р.,Р,), 
таки, чтобы Р, =Р,=Р. Какъ извфетно, при этомъ никакого 
измёненя въ состоян!и тьла не. произойдетъ. 

Соединимъ прямыми точки А, В, А, и В,. Такъ какъ АВ= 
= и || 4,8,, тои АА,,—и || ВВ,. Сафдовательно, 4-угольникъ 
АВА, В, есть параллелограммъ и АВ,, ВА, — магонали его, дф- 
лящйяся въ точкф О пополамъ. 

Сложивъ параллельныя и въ одну сторону направленныя 
силы, приложенныя кь точкамь А и В,, а также къ точкамъ 
Ви А,, получимь дв равныя и прямопротивоположныя равно- 
дьйствующя 2Р, приложенныя къ точкЪ О, которыя взаимно уничто- 
жаются. 

Итакъ, у насъ осталась только одна пара (Р,,Р,) съ плечомъ 
А,В,, которую можемъ разсматривать, какъ первоначальную 
пару (Р,Р), перенесенную параллельно самой себф въ параллель- 
ную плоскость, причемь никакого измфнен!я въ дйстви пары не 
произошао. 

Очевидно, что доказательство не измфнится, если пару (Р,Р) 
мы передвинемъ параллельно самой себф въ ея плоскости М. 
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$ 117. Вращеме пары. Пусть дана пара (Р,Р) съ илечомъ 
АВ (фиг. 51). Проведемь прямую 4,В,, пересфкающую АВ въ 
точкЪ О подъ произвольнымъ угломъ «и отложимь ОА, = ОА и 
ОВ, = ОВ. Такимь обра- 
зомъ мы какъ будто по- 
вернули прямую АВ, око- 
‘ло точки О на уголъ а. 
< Приложимь къ кон- 
цамъ прямой 4,2, двь 
равныя и противополож- 
ныя пары (Р, Р,)и(Р,Р,), 
причемь Р, = Р, =Р, 

Не трудно замфтить 
изъ равенства Д-ковъ 
'АОМ и А, ОМ и А-ковъ 
ВОМ и В, ОМ, что пря- Фиг, 57. 
мая ММ, соединяющая 
точки М и М№ пересфчен!я направлей силь Ри Р,, есть равно- 
дфлящая угла х. Поэтому, если перенесемъ точки приложеня рав- 
ныхь силь Ри Р, въ точки М и М и сложимъ эти силы, то по- 
лучимь двЪ равныя равнодфйствующя А, и И,, направленныя 
прямо противоположно другь другу вдоль прямой ММ. Это слф- 
дуеть изъ того, что прямыя Ё, и В, дЪлять умы Ми М, а 
слфдовательно и уголь а пополамъ. Такъ какъ равнодфйствуюния 
В, и В, взаимно уничтожаются, то изъ вефхъ шести силъ у 
насъ осталось только двф, обра- Я.- +6, 
зуюлйя пару (Р,,Р,) съ плечомъ 
А, В,, которая произведеть точно 
такое же дьйстше, какъ и пер- 
воначально данная пара (РР). 

$ 118. Замфна одной пары дру- 
гой съ равнымъ моментомъ. Пусть 
дана пара (Р,Р) съ плечомь 
АВ—р (фиг. 58). Продолжимъ 
АВ на произвольную длину ВС—=49 
и приложим къ концамь ВС 
двф равныя и противоположный пары (9,0) и (©,,0,). Равныя 
силы Фи ©, выберемъ такя, чтобы величина ихъ опредфлялась 
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равенствомъ моментовь Рр=®4, иди, что все равно, пропорщей: 


9=2, откуда 9=РЬ. 

ДвЪ силы Ри ©,, приложенныя къ точ В, дадуть равно- 
дЬйствующую В, =Р-| ©,; друмя дяЪ параллельныя силы Ри ©,, 
приложенныя въ точкахъ А и С, слагаясь, дадуть такую же рав- 
нодЬйствующую А,—=Р--©,, приложенную тоже въ точкЪ В, ибо 
эта точка дфлить прямую АС на части р и 4, обратно пропор- 
цюональныя силамь Ри ©. Такъ какъ дв равнодфйствующия В, 
и А, взаимно уничтожаются, то изъ трехъ паръ у наеъ остается 
только одна пара (9,0) съ плечомь ВС=4, которая произве- 
деть дЬйствие такое же, какъ и первоначально данная пара (Р,Р) 
съ плечомь А В=р, что и слфдовало доказать. 

Слюдстве. Пары съ равными моментами равны между собою. 

$ 119. Сравнеше величинъ паръ. 1. Величины двухъ паръ съ 
разными силами, но равными плечами относятся вакъ вели- 
чины силъ. 

Положимъ, что къ одному и тому же плечу или къ двумь 
равнымь плечамь приложены двф пары (Р.Р) и (9,0) и дая 


прим опустимт, ей О 
ре ХОТЬ Оо = т ОАА == 


Легко видфть, что дЪйсте пары (Р,Р) одинаково съ дЬй- 


‚р 
стыемъ трель равныхъ паръ (; > 3). а дЬйстве пары (9,0) 


одинаково съ дЬйстшемъ семи равныхъ паръ (3, ‚ прило- 


НИ 
!Р Г женныхь къ тЬмь же самымъ плечамъ. Но какъ первая группа 
и: > изъ трехъ паръ, такъ и вторая группа изъ 7-ми парь имфють 
а, АА ® 

? 7 равныя ‘силы -3=-7)и приложены къ одпнаковымь плечамь, 
‹_ 2 слфдовательно совокупныя величины ихъ или, что все равно, ве- 


И личины паръ (Р,Р) и (9,9) относятся какъ > или какь Р: ©, 


7 
что и слЬдовало доказать. 

П. Величины двужъ паръ (Р,Р) и (9,0) съ разными силами 
и съ разными плечами р и 4 относятея какъ моменты 
ить, т.е. 
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Замёнимь пару (9,9) равной ей парой (Х,Х) имфющей 
плечо р. Силы этой третьей пары найдутся по условю Хр =094, 


Ч 
отк: р < В 
уда &> 


Сравнивая величины паръ (Р,Р) и (Х,Х), имфющихь одина- 
ковыя плечи, по предыдущему находимъ 


(ВР. РА 

Хх 9 ч' 
что и слфдовало доказать, такъ какъ величина пары (Х,Х) равна 
величин пары (0,0). 

Сльдстве 1. Величины паръ съ равными силами, но разными 
плечами, относятся какъ величины ихъ плечъ. 

°С льйстве 2. Изъ доказанной теоремы слфдуеть, что величины 
паръ пропорцональны величинамъ ихъ моментовъ, откуда по- 
нятио, что измфрене величину или напряжешй паръ сводится къ 
измфренто ихъ моментовъ. 

$ 120. 0сь пары. Изъ предыдущаго слфдуетъ, что подобно тому 
какъ сила вполн опредфляется: 1) своей точкой приложен!я; 
2) направленемъ и 3) величиной, точно такъ же и пара опре- 
дЬляется: 1) своей плоскостью; 2) направлешемъ вращеня и 
3) величиной момента. Затьмъ какъ силу можно переносить куда 
угодно по ея направлению, также и пару можно произвольно 
переносить и поворачивать въ ея плоскости или въ плос- 
кости параллельной. Знаменитый французеый ученый Пуансо 
(1777—1859), создавший въ своемъ сочинени „Начала статики“ 
теорю паръ силъ, замфтивъ такое сходство (аналогйо) между 
элементами, опредфляющими силы и пары, предложилъ изобра- 
жать геометрически пару, подобно сил, однимъ прямолинейным 
отрфзкомъ, назвавъ его`осью пары. 

Ось пары строится такъ. Положимъ, что дана пара силъ, 
(Р.Р), лежащая въ нькоторой илоскости (фиг. 59). Возставимъ 
въ какой-нибудь точкВ этой плоскости *), напр. въ точкВ С 
плеча пары периендикуляръ къ плоскости слфдующимъ образомъ. 

*) Такъ какъ пару можно какъ угодно перемфщать въ ея плоскости, то 
и ось пары можно возставить въ любой точкф плоскости и перемфщать 
параллельно самой себф. 


ЧЩ = 


Вообразимъ наблюдателя, стоящаго на плоскости и смотрящаго 
на ея вращеше, производимое парой. Если это вращен!е будеть 
происходить относительно него 
по направленю движевшя ча- 
совой стрЪлки (т.-е. если мо- 
менть пары яоложительный), 
то перпендикуляръ слфдуеть 
возставить въ сторону наблю- 
дателя (напр. вверхъ), а если 
вращенше происходить въ об- 
Фиг. 59. ратномъ направлени (т.-е. мо- 
менть пара отрицательный), 
то периендикуляръ слфдуеть возставить въ сторону, обратяую 
оть наблюдателя (напр. внизъ). 

Затвмъ на этомъ перпендикулярв отложимъ величину момента 
1-—=Р.р пары въ условномъ масштаб, принимая, напр., 1 кило- 
траммо-метръ —=1-му сантиметру, или 1 пудо-футь —=1-му дюйму 
утв 

Построенная такимъ образомъ ось Г, дЬйствительно, внолнЪ 
опредфляеть всЪ элементы пары: плоскость пары опредфляется 
тВмъ, что она порпендикулярна кЪ оси /,, направлене вращешя 
опредфляется направленемъ оси, наконецъ величина или напря- 
жеше пары—величиной оси. 

Точно также построимъ ось Г другой пары (Р,,Р,), лежащей 
въ той же плоскости, но имфющей отрицательный моментъ. 

Представлеше паръ ихъ осями позволяеть значительно упро- 
щать различныя дфйств!я, производимыя съ парами силъ. Какъ 
сейчась увидимъ, сложене и разложеше паръ, представленныхь 
осями, производится по тВмъ же самымъ правиламъ, какъ сложе- 
не и разложенше силъ, приложенныхъ къ одной точк%. 


Сложене и разложене паръ силъ- 


$ 121. Поняйе о равнодфйствующей парф. Если совокупное 
дЪйстве нфсколькихь данныхь парь можно замфиить дЬйствемъ 
одной пары, то эта послфдняя называется равнодюйствующей па- 
рой, а данныя парыЬ—ея слагающими или составляющими. 


2 28а. 


Опредфлене по даннымъ слагающимьъ парамъ ихъ равнодёй- 
ствующей называется сложеншемь паръ, а обратная задача: за- 
мвной одной данной пары н%еколькими слагающими парами— 
разложенемь паръ. 

Слагающ!я пары могутъ лежать или въ одной плоскости или въ 
разныхъ плоскостяхъ, которыя могуть быть или взаимнопарал- 
лельными или взаимнопереськающимися. Если плоскости паръ 
взаимно-параллельны, то, какъ извфетно, всё пары можно пере- 
нести въ одну плоскость. Итакъ, при сложени паръ слфдуеть 
раземотрёть только два слфдующихъ случая: 1) пары лежать въ 
одной плоскости; 2) пары лежать въ пересфкающихея пло- 
скостяхъ. 

$ 122. Сложеше паръ, лежащихь въ одной плоскости. Поло- 
жимь, что даны двф пары: (Р,Р) съ плечомь АВ=р и (09,0) съ 
плечомь СДО ==4, ле- 
жаия въ одной плос- 
кости (фиг. 60). Пере- 
двинемъ пару (0, 9) по 
илоекости параллельно 
самой себф такъ, что- 
бы конець С’ ея плеча 
совпалъ съ концомъ А 
пары (Р,Р) и затьмъ 
повернемь ее около точки А, чтобы плечо СП совпало по 
направлещю съ плечомь АВ. Наконець преобразуемь пару 
(9,0) въ другую пару (Х,Х) съ тЬмь же моментомь, но съ 
плечомь АВ=р. Сила Х опредьлится по равенству моментовъ 


Х.р— 94, откуда Х=® р. : 


Итакъ, мы получимь двЪ пары (Р,Р) и(Х,Х) съ однимъ и 
тЬмъ же плечомь АВ=р. Совокупное дфйстве этихъ паръ, оче- 
видно, равно дЪйствию одной пары (Р--Х, Р-|- Х) сь тЬмъ же 
плечомъ. 

Моменть этой равнодёйствующей пары = 


4 хр =(Р+ 9 4. р Рр-| 9. 


Весьма понятно, что если бы силы одной изъ паръ были на- 
правлены противоположно силамъ другой пары, т.-е. если бы мо- 
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менты слагающихь паръ были противоположны между собой по 
знаку, то моментъ равнодфйствующей пары равнялся бы 


(в хь=(Р— е1ь=в Аа 


'Распространивъ выведенное правило на случай сложешя н%- 
сколькихъ паръ, одн® изъ которыхъ имфють положительный мо- 
менть, а другя— отрицательный, выскажемъь слфдующую общую 
теорему: 

Моментъ пары равнодъйствующей нюсколькить паръ, лежа- 
щить въ одной плоскости или въ параллельныхь плоскостять 
равень алгебраической сумм моментовь слагающихь паръ. 

Слфдетве. Если алгебраическая сумма моментовъ паръ, ле- 
жащихь въ одной плоскости, равна нулю, т.-е., если сумма мо- 
‚ментовъ паръ, дъйствующихь въ одну сторону, равна сумм 
‚моментов паръ, дъйствующихь въ обратную сторону, то та- 
жя двъ системы паръ взаимно уравновъшиваются. 

$ 123. Сложеше паръ, лежащихъ въ одной плоскости и вы- 
раженныхъ осями, производится точно такъ же, какъ сложенйе силу, 
направленныхъ по одной прямой. Дъйетвительно; пусть дано и%- 
сколько осей такихь паръ: 14,14 [., съ положительнымь и 
1/, 1/».1/,... — въ отрицательнымъ моментомъ. Передвинуъ вс 
оси параллельно самимъ себф въ какую-нибудь одну точку О 
плоскости паръ, сложимъ сперва оси паръ съ положительнымь 
моментомъ, затфмь—съ отрицательнымь и, наконецъ, вычтемь изъ 
большей суммы меньшую. Тогда получимъ равнодфйствующую ось 
@, причемъ 


бер РЕЦ, ВЫ 


или короче @=У1.. 

$ 124. Сложеше паръ, лежащихь въ пересфкающихся плоснко- 
стяхъ. Даны двЪ пары: (Р,Р) съ илечомь ри (0,0) съ плечомь 
4, лежашя въ пересвкающихся плоскостях Г и И. Преобразуемь 
эти пары въ двь друмя (Р,,Р,) и (©,,0,) съ общимъ плечомъ 
АВ—, совпадающимъ съ прямою пересфченя плоскостей. Сло- 
живъ по правилу параллелограмма силы Р, и ©,, приложенныя 
въ точкВ А, а затьмъ силы Р, и ©,, приложенныя въ точкЪ 
В, получимъь выфсто двухъ паръ (Р,,Р,) и (%©,,0,) одну 


а 


=1а — 


равнодфйствующую пару (В.В) съ тёмь же плечомь АВ ==”, 
но лежащую въ третьей плоскости, положене которой не трудно 
опредфлить. Такъ какъ силы Р, и ©, лежать въ плоскости Ти И 
и перпендикулярны къ 
своему’ плечу АВ, то, 
елЪдовательно, уголь я 
между этими силами 
есть линейный уголь 
двуграннаго угла меж- 
ду плоскостями Ги, 
Точно также углы 
ДР.В ид (9) 
между силами Р, и ©, 
и ихъ равнодьйствую 
щей И суть линейные Фиг. 61. 

углы двугранныхъ уг- 

ловъ, образуемыхь плоскостями Ги И съ плоскостью равнодЪй- 
ствующей пары (В, В). 

Отсюда заключаемъ, что плоскость равнодфйствующей пары 
ДФлиТь уголь между плоскостями слагающихъ паръ точно такъ 
же, какъ дагональ параллелограмма, построеннаго на силахъ 
Р, и ©,, какъ на сторонахъ, дфлить уголъ между этими силами. 

Извфетно, что 

В*=Р,з-|- 9, °-{-2Р, ©, с0за.......,- (1) 

Силы Р, и ©,, полученныя при преобразован паръ (Р,Р) и 

(9,9) опредфлятся по равенству моментовь Ру=Р.ги 94=;", 


откуда В. =РР- и 9, = от. 


Подетавивъ эти величины въ равенство (1), получим: 
: 9 р - 
в— ре Ро . 
ИР я +6 эт Н2Р -, 9-, са 


или 


(В") = (Рр)з- (94)*-- 2Рр 04 с03&......... (2) 
т.-е. аналитическое выражеше момента пары, равнодЪйствующей 
двухъ паръ, лежащихь въ пересефкающихся плоскостяхъ, одина- 
ково съ выражешемъ величины, равнодфйствующей двухъ сходя- 
щихся сил. 


й — 112 — 
$ 125, Построивъ въ точкв А феи = Рт и М =," паръ 
(Р,,Р,) и (©,,©,) и замфтивъ, что уголь АМ =, вакъ уголь 
между перпендикулярами къ плоскостямь Ги И, построимъ па- 
раллелограммь АЁСМ, который будетъ подобенъ параллелограмму 
АР, В©, по равенству угловъ и пропорщюнальности сторонъ (мо- 
менты парь (Р,,Р,) и (9,,0,), имбющихь одно общее плечо 


АВ—, относятся какъ силы, т.-е.- ыы =0). 
й 


Изь подобя этихъ поеыой '. находимь, что 1) 
[ 1АВ—/ РАВ, т.е. датональ @ перпендикулярна въ пло- 
°скости равнодЬйствующей пары (В,К) и 2) Сб:2—= :Р,, откуда 
ВР т 
@= ь- = и или 
р, 
в=В,», 


т.-е. дагональ © иредетавляеть ничто иное, какъ ось равнодВИ- 
ствующей пары. 

Итакъ, 06 пары, равнодъйствующей двухь паръ, лежащихь 
въ пересткающихлся плоскостять, по величинь и направленю 
равна Фазонали пераллелограм.ма, построеннаго на осяжь соста- 
вляюцитхь паръ, какъ на сторонатъ . 

Отсюда понятно что равенство (2) можно написать въ такому, 
вид: 

@1—1л^-{- М*--2.М сова ....... (3). 


$ 126, Многоугольникъ парь и параллелепипедь паръ. Установивъ 
такимь образомъ, что сложен!е паръ, изображенныхь ихъ осями, 
производится совершенно такъ же какъ и сложене силъ, дй- 
ствующихъ на одну точку, легко выведемъ дв слфдующя теоремы: 

1. 0Оеёь пары, равнодъйствующей нтъсколькихь паръ, лежа- 
щихь въ какить угодно плоскостях, равна по величинь ш на- 
правленю замыкающей сторонъ многоугольника, построенназо 
‘на осяжь составляющихжь паръ) какъ на сторонахъ. (Теорема 
многоугольника паръ. 

2. Ось пары, равнодъйствующей трехъ паръ, лежащихь въ 
трегь взаимно-перпендикулярныхь плоскостяхь, равна по вели- 
личинъ и направлено благонали параллелепипеда, построен- 
‘назо на осяжъ составляющилть паръ, какъ на ребрахъ. (Теорема’ 
параллелепипеда паръ). 
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Если назовемъ оси составляющихь паръ черезь 1,Ми М, а 
ось равнодВйствующей пары черезъ @, то 


в 124 М №. 


$ 127. Аналитическое опредълеше пары, равнодЪйствующей нЪ- 
сколькихъ данныхь паръ. Положимъ, что дано н$еколько (%) паръ, 
лежащихь въ какихъ угодно плоскостяхъ. Изобразимъ данныя 
пары ихъ осями [л, 1», 1+... и перенесемь эти оси въ точку О 
пересфчешя трехъ произвольно выбранныхъ и взаимно-перпенди- 
кулярныхь осей ОХ, ОУи 01. Назовемъ углы, образуемые 
осями паръ съ осью ОХ, черезъ а;, в», 0у....., СЪ осью ОУ черезъ 
В, Ва» В,.... съ осью ОЕ черезъ у,, 7, 7..--. 

Разложивъ или спроектировавь каждую изъ осей паръ на на- 
правлеше осей ОХ, ОУ п ОЙ и затьмъ сложивъ составляющя, 
идуния по кажиой оси, въ три равнодфйствуюнщия @,, @, и С., 
получим, что 

@, = 1леова, -|- 14еоза, - 1леова, --.... = Х108а 
б, = 14088, + Тлсозв, -- 14с08В, + .... = Хоз 
С, — 14еову, + Тьсозу, + Тьсозу, +- .... = Х1к08у 


Наконець сложивъ по правилу параллелепипеда составляющя 
С, @, и С, получимь искомую равнодфйствующую С всфхъ 
данныхъ паръ, причемъ 


в=увя- 66} ..:...... (1. 


Углы а, В, у, образуемые осью равнодЪйствующей пары съ 
осями ОХ, ОУ, ОЙ, опредьляются уравнешями 
608& = Е 1608: —= г 
$ 128. Разложеше паръ. Такъ какъ моменты паръ, приложен- 
ныхъ къ одному и тому же плечу, относятся какъ силы, то от- 
сюда понятно, что разложене одной пары на 08» составляющя 
пары сводится къ задачв разложеня силы по способу параллело- 
грамма, разложене пары на эры составляюпия пары, лежания въ 
трехь различныхь плоскостяхъ—къ разложению силы по способу 
параллелепипеда, наконець разложен!е пары на нфсколько соста- 
вляющихъ паръ—къ разложеню силы по правилу многоугольника. 
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у 


$ 6087 = а . (2). 


ложеши сходящихся силъ. Само собою разум что каждую 
изъ разложенныхь паръ можно преобразовать (въ другую при 
помощи параллельнаго перенесеня, вращешя и`замфны одного 
плеча другимъ, если это требуется услов!ими задачи. 

$ 129. Параллельное перенесеме силы. Разложене силы на 
силу и пару. Въ заключене сказаннаго о парахь силъ докажемь 
слфдующую весьма важную теорему: Всякую силу, приложенную 
къ ‘нюкоторой точкь ттла, можно перенести параллельно ея 
направленю въ другую произвольво взятую точку того же ттлау, 
причемь однако является’ тара съ моментомъ, равнымь произ- 
ведению данной силы на хратчайщье" разстояне ея отъ выбранной 
точки. ь 

Положимъ, что дана иЪкоторая била Р, приложенная къ точ- 
кв А (фиг, 62). Приложимь въ какой-нибудь другой точк\ О 
`того же тьла двЪ противоположныя 
сиды Ри, равныя и параллельныя 
дан: силЪ, велвдетв!е чего никакого 
изиъненя, въ состояни тфла не про- 
изойдеть. Но три силы Р,Р,Р можно 
разсматринать, какъ совокупноеть од- 
ной силы Р, приложенной къ точкь 
0, и пары (Р,Р) съ моментом 
—Р.ОВ==Рр, что и слФдовало доказать. 

Эта теорема имфетъ существенное значенше для рЪшеня во- 
проса о сложеши системы силъ, какъ угодно приложенныхь къ 
различнымь точкамъ тВла, а слфдовательно, и для рышешя основ- 
ной задачи статики: опредфленйю услов равновзея твердаго 
тфла, подверженнаго дфйств!ю какихъ угодно силъ. 


0 моментахь сипъ. 


$ 130. Статичесвй моменть. Моменть Рр пары, получившейся 
при перенесеши силы Р въ точку О (фиг. 62), носить назваше 
‚момента силы относительно точки или статическаго момента 
силы. 


а 


Надо замфтить. что поняте о статическвомь момент принад- 
лежить гораздо болфе раннему времени, чфмъ поняте о пар 
<нлъ, введенному въ науку Пуанео лишь въ 1803 году. Моменть 
силы Р относительно точки О (фиг. 63), т.-е. произведене изъ 
величины силы на перпендикуляръ, опущен- Ё 
ный изъ точки на направлеше силы, разсма- ) 
тривается, какъ самостоятельная причина А” ТРУ 
вращательнаго движеня тфла вокругь этой 
точки. Точка О получила назване центра мо- Ж 
мента, а перпендикулярь ОВ = р — плеча О 
момента. и 

Статичесый  моменть измфряется такими Е 
же единицами мфръ какъ и моментъ изры силъ 
({килограммо-метрами нли пудо-футами); числен- 
‘ная величина момента равна величинф удвоен- 
ной площади А-ка, основаШе котораго равно данной сил Р, 
а высота— плечу ея р. Моменту силы приписывается положитель- 
ное или отрицательное значен!е, смотря по тому, въ какую сто- 
рону происходить вращене: по направлено движен!я часовой 
стр$лки (--Рр) пли по обратному направленю (—09). 

Понятно, что моменть силы, направлеше которой проходить 
черезъ центръ моментовъ (напр. силы Е), равенъ нулю, такъ какъ 
илечо этой силы равно нулю. 

$ 131. Происхождене поняйя о моментЬ силы относительно 
точки, какъ о причинь вращательнаго движеня, принадлежить къ 
самой отдаленной древности. Надо ду- 
мать, что первоначальнымь источни- 
комъ этого поняя былъ простьйш 
законъ рычага, состояйй въ томъ, 
что пронзводимое рычагомъ дфйсте 
измфряется произведешемъь Рр силы Фиг. 64. 

Р, приложенной къ нему перпендику- 
‚лярно, на плечо р (фиг. 64). 

Этоть законъ несомифнино былъ открыть человЪкомъ чисто пра- 
ктическимь путемь въ самую первобытную эпоху. Первый, кто 
съ научной точки зрня началъ разрабатывать теорю рычага и 
основанную на ней теорю простыхъ машинъ (блокъ, вороть, по- 


лиспасть), быль величайший механикъ древности Архимед» 
8* 


Фиг. 63. 
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(287—212 г. 40 Р. Х.),* положивиий въ основане своихъ раз- 
сужденй аксюму: двЪ равныя и параллельныя силы, периенди- 
кулярно приложенныя къ концамъ подпертаго въ середин 
рычага, взаимно уравновфшиваются. Архимедь по справедли- 
вости считается основателемь статики твердыхь и жидкихь 
тВлъ. Удивлеше современниковъ передъ его знашями, откры- 
‘Иями и полезными изобрфтешями создало массу легендъ. Такъ, 
напр., ему приписывается знаменитое изречеше, которымъ онъ 
указаль на могущественное дфйстве момента. рычага: „Дайте 
мнъ точку опоры и я поверну землю! (Оёе т! рапебат, — 
феггашт тоуеЬо). 

Въ течене почти 1800 лфтъ, слфдовавшихъ за эпохой Архи- 
меда, не было сдфлано ни одного крупнаго шага въ области меха- 
ники вообще и статики въ частности. Первымъ толчкомъ, вывед- 
шимъ науку изъ этого состоянйя оцфиенфня, были труды геналь- 
наго итальянца „Леонардо да Винчи (1452— 1519), указавшаго, что 
моменть силы, приложенной наклонно къ рычагу, равенъ про- 
изведеню изъ силы на перпендикуляръ, опущенный на ея на- 
правлеше изъ точки опоры. СлфдовавиИй за нимъ велиый Га- 
лилей (1564—1642) основалъ новый отдфлъ механики, а именно 
динамику. Наиболфе подробное развие статика получила лишь 
въ трудахъ французскаго ученаго Петра Вариньона (1654— 1722), 
впервые разработавшаго учеше о моментахъ силъ и установив- 
шаго теоршо равновфе!я, основанную на сложеши силь и м0- 
ментовъ, 

Хотя виослфдетыи Пуанео (1777 — 1859) и доказаль, что 
изобрётенная имъ теорйя паръ силъ наиболфе естественно и 
изящно разрьшаеть чисто геометрическимь путемъ всф задачи 
статики, однако теорйя моментовъ силъ до сихъ поръ не утра- 
тила и не можеть утратить своего значеня, такъ какь въ н\- 
которыхъ случаяхъ (въ особенности въ области прикладной ме- 
ханики) она рьшаеть болфе просто и доетуино многе вопросы, 
связанные съ равновфемъ тьлъ. 

Вселфдетв!е этого представляется полезнымъ изложить здфеь 
самостоятельно важивЙиия теоремы, касающяся моментовъ силъ, 
хотя, повторяемъ, эти теоремы или уже были выведены въ тео- 
ри паръ силъ (только въ лругой форм), нли могуть быть изъ 
нея выведены. 


угла РОО между слагающими 
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$ 132. Теорема Вариньона. Моменть равнодъйствующей вилъ 
относительно какой-либо точки равен алгебраической сумлмть 
моментовь составляющижь относительно той же самой точки. 

1. Случай сходящихся силъ. 
Даны двЪ сходянйяся силы Р 
и ©, ихь равнодЪйствующая 
В и нфкоторая произвольно 
взятая точка О, лежащая внЪ 


«фиг. 65). Опустивъ изъ точки 
О перпендикуляры ОА, ОВ 
и ОС на направлеше силъ 
Р,@и Е, замбтимъ, что при 
данномъ положеши точки О 
моменты силь Ри © имфють одинаковые, а именно положи- 
тельные знаки. Требуется доказать, что А.О С = Р.ОА-- 9.0В 
или Мом. й = Мом. Р-|- Мом. ©. Соединивъ точку О съ кон- 
цами силь Р, © и-Й, находамъ изъ чертежа, что 


АОРК=АОРР-- АОРК-— АОРЕ, наи 


з 2.00 =1 Р.ОА+ . «(ов вв) —1 Ф.рн. 

Замфтивъ, что ОН=ВЕ, ра- 
скрывь скобки и сокративъ, 
получим: 


1.0С-=Р.ОА -{ 9.0В. 


Если точка () лежить внутри 
угла РЮФ между слагающими Р 
и © (фиг. 66), то, какъ видно 
изъ чертежа, моменты слагаю- 
щихьъ относительно этой точки Фиг. 66. 
имють противоположные знаки. 

Въ данномъ случаф моменть силы Р— положительный, а момент 
силы @-- отрицательный. Сафдовательно, здёеь слфдуетъ дока- 


зать, что 
В 0С=Р.ОА — 9.О0В пли Мом. В = Мом. Р— Мом. 0. 
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Соединивъ точку О съ концами силъ, изъ чертежа находимъ, что. 
дОЕ=А ОРЧ- А ОРК—АРРЕ или 


1 я 1 1 
5 8.00 =, Р.0А + 54.08 — , Ф.Н. 


Замфнивь ОИ равной суммой ВО--ОЕ и сдБлавъ упрощеня, 
получимъ 


1.06=Р.0А— 4.0В. 


И. Случай параллельныхъ силъ. Даны дв параллельныя силы 
Ри 0, ихь равнодфйствующая Е и точка О, лежащая за сла- 
тающими (фиг. 67). Моменты силь Ри 
© относительно нея—оба положительные. 
Слфдовательно, требуется доказать, что 
В.ОА = Р.ОВ -{ 9.0С. 
Нетрудно видъть, что 
В.ОА=(Р-+ 9) ОА=Р.ОА- 9.0А= 
Р(ОВ— АВ) — 9(АС + 06) = 
=Р.0В — РАВ-|- 9.40 + 0.00. 
Но Р.АВ— ©.АС, такъ какъ 
р | Р _1М _4С. 
о У > © -гм— ав 
Поэтому, уничтоживъ эти члены, получимъ 
А ь. В.0А = Р.ОВ -{ 9.00. 


Взявъ точку О;, лежащую между слагающими Ри 0%, легко 
докажемъ подобнымъ же образомъ, что К.О, А, = Р.О, В, — ©.0, 0, 
(моменты Ри © противоположны по знакамъ). Точно такь же 
доказывается теорема Вариньона и для случая двухъ параллель- 
ныхъ силъ, направленныхъ въ разныя стороны. 

Если дано нфеколько сходящихся или параллельныхъ силъ, то, 
примфняя теорему послфдовательно къ каждымъ двумъ силамъ, 
безъ труда убёдимся въ ея справедливости и для этого общаго 
случая. 

Такимъ образомъ теорема Вариньона примфняется для сло- 
жения моментовъ произвольнаго числа силъ, какъ угодно распо- 
ложенныхъ въ одной плоскости. 
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Задачи. 1. Показать, что моменты двухъ слагающихь силъ 
относительно точки, лежащей на направлен! ихъ равнодфйствую- 
щей, равны по величин и противоположны по направленю и, 
слфдовательно, взаимно уравновфшиваются. 

2. Показать, что алгебраическая сумма моментовь силъ, со- 
ставляющихъ пару, равна моменту пары относительно любой точки 
ея плоскости. 

$ 133. Моменть силы относительно оси. Чтобы распространить 
теорему Вариньона для моментовъ силъ, не лежащихъ въ одной 
плоскости, введено понят!е о моментю силы относительно оси. 
Происхожден!е этого понятёя можетт быть объяснено сялфдующимь, 
образомъ. 

Положимъ, что къ тьлу, имвющему неподвижную ось враще- 
ны 21, приложена къ точкь А нфкоторая сила Р (фиг. 68). Если 
направлене АР этой . 
силы лежитъ въ одной 
плоскости съ осью #7, 
то дЪйстве силы унич- 
тожится сопротивле- 
немъь — неподвижной 
оси; если же прямыя 
АРи #Ё не лежать 
въ одной плоскости, 
то тьло начнеть вра- 
щаться около оси. 

Чтобы  опредфлит 
ближе причину этого Фиг. 68. 
вращеня, разложимъ 
силу Р по правилу параллелепипеда на три взаимно перпендику- 
лярныя слагающия Р,„, Р, и Р, такъ, чтобы Р, и Р, лежали въ 
плоскости ХОУ, периендикулярной къ оси #7, причемъ Р, была бы 
направлена перпендикулярно къ оси, Р, была бы перпендикулярна къ 
плоскости, проходящей черезъ точку 4 и ось 7, а слагающая Р, 
была бы параллельна оси. Очевидно, что сила Р, стремится удалить 
тЬло оть оси, а сила Р, — двигать тфла вдоль оси, но такъ какъ ось 
неподвижна и неизмфнно соединена съ тфломъ, то 06% эти силы 
уничтожаются сопротивлешемъ оси и никакого движеня не про- 
изведуть. Остается только одна сила Р,. Если перенесемъ ее 
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параллельно самой себф въ точку О пересфчешя оси 2 съ пер- 
пендикулярной къ ней плоскостью, то получимъ силу Р,, дВйств!е 
которой выразится только въ давлеши на ось, и пару (Р„,Р,) 
съ плечомь ОА=—, которая и будеть вращать наше тьло мо- 
ментомъ Р,.х. 

Легко однако видфть, что дЪйств!е этой пары равносильно дьй- 
ствю пары (Р", 1”) съ плечомъ ОС = р, полученной при перенесен и 
въ ту же точку О силы Р" равнодфйствующей силъ Р,и Р, и пред- 
ставляющей проекцию данной силы Р на плоскость, перпендику- 
лярную къ оси. 


ДЬйствительно, такъ какъ Р, = Р'зта, а ОС —= ОА.зта, от- 
Ее НЕ ЕЕЖЬ 
Куда 2 — ди › ТО моменть Рух = Р'зта. т 2%, 


Итакъ, причиной вращен!я тьла около оси можно считать мо- 
ментъ пары, полученной отъ перенесеня проекщи данной силы 
на плоскость, перпендикулярную къ оси, въ точку пересфчешя 
оси съ плоскостью. Моментъ этой пары и называется моментомъ 
силы Р относительно оси, или иначе: 

Моментомъ силы относительно оси называется произведене 
изъ проекщи этой силы на плоскость, перпендикулярную къ 
оси, на кратчайшее разстояне отъ проекции д0 оси, или еще 
иначе: 

Моментъ силы относительно осм есть моментъ ея проекщи на 
плоскость, перпендикулярную къ оси, относительно точки пере- 
стченяосиеь плоскостью. 
Такимъ образомъ (фиг. 
69) моментъ силы Ротно- 
сительно оси #Й есть про- 
изведене Р’.ОА=Р, а 
моменть силы (© есть 
произведене ©'.О0В= 0'4. 
При этомъ, соглаено при- 
нятому ранфе условию, 
первый моментъ будемъ 
считать отрицательным, 
а второй положительным. 

Если данная сила лежитъ въ одной плоскости съ осью, 
то моменть вя относительно оси равень нулю. Лёйстви- 


И. 


тельно въ этомъ случав сила, или, 1) будеть параллельна. оси 
напр. сила 5), но тогда проекшя ея обращается въ точку, или 
2) будеть пересъкаться съ осью (напр. сила Т), но тогда проекщя 
ея пересфчеть ось и, слФдовательно, плечо ея будетъ равно нулю. 
$ 134. Теорема моментовъ силь относительно оси. Момент» равно- 
дъйствующей относительно оси равень алгебраической сумм 
моментовь составляющихь относительно той же самой оси. 

Эта теорема, представляющая распространеше теоремы Ва- 
риньона для моментовъ силъ, не лежащихъ въ одной плоскости, 
доказывается точно такъ же, какъ эта послфдняя ($ 132), для 
чего достаточно замфтить, что 

1) моменты силъ относительно оси представаяють моменты 
ихъ проекций относительно точки пересфченя оси съ периенди- 
кулярной къ ней плоскостью и 

2) проекщи параллельныхъ лин! на плоскость параллельны 
между собой, такъ, что напр., проекщя параллелограмма ДРКО 
сходящихея силъ представляеть также параллелограммъ 474. 

$ 135. Моменть силы относительно плоскости. Еели силу Р перене- 
вемъ на иЪкоторую параллельную ей плоскость (фиг. 70), то по- 
лучимь силу Р и пару (Р,Р) съ 
плечомь АВ=р. Моменть этой па- 
ры и называется моментомъ силы 
относительно плоскости. Другими 
словами, моменть силы относи- 
тельно тлоскости есть произведене 
‘изъ величины силы на разстояне 
отъ точки А приложеня ея д0 
этой плоскости. 

Если сила стремится вращать свое плечо по направлен ю ча- 
совой стрёлки, то моментъ ея относительно плоскости считается 
положительнымъ, а въ противномъ случа — отрицательнымъ. По- 
этому моменть силь (Ри 4), направленныхъ въ разныя стороны, 
8 также силь (Ри 5), направленныхъ въ одну сторону, но ле- 
жащихь по 00% стороны плоскости моментовъ, будуть противо- 
положны по знаку. 

$ 136. Теорема моментовъ параллельныхъ силъ относительно пло- 
скости. При сложеши моментовъ параллельныхъ силъ относительно 
плоскости также имфеть силу теорема Варинъона: 


фиг. 70. 
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Моменть равнодъйствующей равенъ алгебраической сумм 
моментовь, составляющиль относительно одной и той же пло- 
скости. Справедливость этой теоремы прямо слфдуетъ изъ того 
что моменты такихъ силь суть ничто иное какъ моменты паръ, 
лежащихь въ одной плоскости или въ параллельныхъ илоско- 
стяхъ, а аналогичная теорема сложешя 
такихъ паръ была уже доказана (5122). 

Докажемъ, впрочемъ, эту теорему, 
независимо отъ теоремъ сложешя паръ. 

Положимъ, что даны дв парал- 
лельныя силы Ри © и равнодфйствую- 
щая ихъ А, точки приложевя ихъ пусть 

Фиг. 71. будуть 4, Ви С, а плечи Ааа, 
В=а, и Се=а (фиг. 71). Прове- 
демъ прямыя ВЕ и СД, параллельныя прямой аб. 

Изь сложеня параллельныхъ силъ извфетно, что 

Р__ ВС 
а 

ВС _ ОЕ _ 4-1, 
40 Аб вп 
Р _ &—& 
ча 
Ра, + Фа, =(Р- 9) или наконець Вх, = Ра, +- 92, 
Если моменты слагающихь противоположны по знаку, то точно 
такъ же доказывается, что 2, — Ра, — @2.. 

Если дано * параллельныхъ силъ Ё,, Ё,, Ё...... Е„„ То, склады- 
вая послёдовательно сперва дв изъ нихъ, затмъ равнодЪйствую- 
щую ихъ и 3-ю силу и т. д. безь труда распространимъ нашу 
теорему на случай произвольнаго числа силъ. 

Если дано и параллельныхъ силъ Ё,, Ё,, Е.,. . Е, и разетоя- 
я (координаты) ихъ оть нфкоторой плоскости #4... №» 
то, обозначивъ разстояще оть той же плоскости точки приложе- 
ня равнодфйствующей Е черезъ х,, можемъ написать, что 


Вл == Вл, Руль Ель. . Ева, Ее, 


_ откуда 2, Киа, + ЕЕ Жан 


. Но изъ подобныхь А-ковь ВСЕ и АСЛ имемъ, 


что 


‚ откуда Ра, — РА 


0г, — Фар или 
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или, замьтивъ, что А— ИР, |-...-Е, = ХЕ, 
УЕ 
5’ С 
т.о. разстоян!е точки приложен!я равнодфйствующей отъ плоско- | 
сти моментов равно частному оть дфленя алгебраич. суммы мо- | 
ментовъ слагающихь на алгебраич. сумму слагающихь. _ 

Примьчаше. Сложеше моментовъ сходящихся силъ относительно 
плоскости предетавляеть, какъ легко видфть, ничто иное, какт, сло- 
жеше паръ, лежащихь въ пересфкающихся плоскостяхъ, и, слф- 
довательно, производится по правилу параллелограмма. 

$ 137. Аналитическое опредълеше центра параллельныхъ силъ, 
Положимь, что дано и параллельныхь силь РЁ, Е,, В, ... Е, 
(фиг. 72). Мы только что вывели, какъ опредфляется положен!е 
точки приложения ихъ равно- 
дфйствующей или такъ назы- 
ваемаго центра параллель- 
ныть сшлъ относительно ка- 
кой-нибудь плоскости. Чтобы 
найти положеше этой точки 
въ пространств, надо опредъ- 
лить координаты (разстояшя) 
вя оть трехъ взаимно-перпен- 
дикулярныхъ плоскостей, поло- 
жеше которыхъ извфетно. Про- 
ведемъ три координатныя ило- 
скости ХОУ, ХОЁ и УОЙтакъ, 
чтобы прямая ОХ пересфченя первыхъ двухъ плоскостей была 
параллельна общему направлению данныхъ силъ. Таким образомъ 
эти силы будуть одновременно параллельны плоскостямь ХОУ и 
ХОА. Называя координаты (разстоянйя) слагающихъ силъ 


Е 


я 


относительно плоскости ХОУ черезъ 21, 2,,.. 2, 
; ‚Хо о У. 
Я Е 


а координаты искомаго центра параллельныхь силъ черезъ 2, 

У и #, на основаши теоремы моментовъ силъ относительно пло- 

скостей ХОУ и ХОЯЙ можемъ написать равенства: 

м АЕ Рив оное Яя, = ХЕ. зави @ 
ХЕЕРУ + Ви .... Ву =... (2) 
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Повернемъ слатающия Ё,, Е,,... Ё, около ихъ точекъ при- 
ложешя на 90° такъ, чтобы онф приняли положене параллельное 
плоскости УОЯЙ, велЬдстые чего, какъ извЪстно, положеше центра 
ихъ не измЪнится. Теперь мы можемъ написать относительно 


этой плоскости 3-ье уравнене моментовъ: 
м. ЗЕЯ Бы: .. ЧР.) 
Изъ уравнен (1), (2), и (3) получимь формулы, опредфляю- 
иИя положене центра параллельныхь сихъ 
УЕ 
РУ 


ими ит 0 центр» тяжести. 

ы Е "Тяжестью или земнымь притяженемь, какъ извЪетно, на- 
зынается сила, заставляющая всЪ свободные земные предметы, 
предоставленные самимъ себф, двигаться внизЪ или падать съ 
постояннымъ ускорешемъ 7—9,8 м.—32,2 ф. 

Раздробивъь тфло на множество мелкихъ частиць, мы уб\- 
ждаемся, что эти частицы падаютъь совершенно такъ же, какъ цф- 
ое тфло, и поэтому заключаемъ, что притяжене земли дуйствуеть 
на каждую материальную частицу тфла. 

Направлен силы тяжести опредЪляется отетьсо.иь, состоящим 
изъ гибкой нити, одинъ конецъ которой неподвижно укриленъ, а 
на другомь конц подвфшенъ грузъ. Подъ дЪйстйемъ тяжести 
груза нить вытягивается въ прямую лин!о но направлено, назы- 
ваемому отвюенымь или вертикальны.мъ, которое и представля- 
оть направлеше силы тяжести. 

Наблюденя показали, что вертикальное направлене во везхъ 
точкахъ земного шара перпендикулярно или, правильнфе сказать, 
нор.мально къ свободной поверхности жидкости, а такъ какъ сво- 
бодная поверхность жидкости, разсматриваемой въ больших мас- 
сахъ (моря, океаны), имфеть шарообразный видъ, то, принимал 
землю за правильный шаръ, можемъ заключить, что направленя 
силъ тяжести, приложенныхь къ различнымь тьламъ или къ раз- 
личнымь точкамъ одного тфла, пересфкаются въ центр земли *). 


*) Это заключен! только приблизительно вфрно, такъ какъ земля не есть 
правильный шаръ, а сферондъ (шарообразное т%20), сжатый у полюсовъ и 
растянутый у экватора. 
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Велфдетн!е большой удаленности этой точки отъ земной по- 
верхности (радуеъ земли приблизительно равенъ 6000 верстамъ) 
и сравнительно малыхъ размфровъ земныхъ тьлъ, углы, составлен- 
ные направлешями силъ тяжести разанчныхь частиць одного и 
того же тфла, весьма малы. Такъ напр., радусы, проведенные изъ 
центра земли къ двумъ точкамъ, находящимся на земной поверх- 
ности въ разстояни 1 метра одна оть другой, составляють уголь 
оо часть прямого угла. Поэтому почти 
безъ погрыиности можно считать, что направлешя силъ ‘яжести 
частей одного и того же тфла параллельны между собою. 

$ 139. Центръ тяжести. РавнодЪйствующая параллельныхь силъ 
тяжести всфхъ частиць одного и того же тВла равна, какъ извф- 
стно, сумы ихъ и представляеть в®съ этого тьла, точка же при- 
ложен!я этой равнод®йствующей или центръ параллельныхь силъ 
тяжести называется центром» тяжести тБла. Такимъ образомъ 
можно считать, что вфеъ всего тфла сосредоточенъ въ его иентрь 
тяжести, 

По свойству центра параллельныхь силъ (5 109) центръ тя- 
жести тЪла находится въ одной опредфленной точкЪ и не 
измфняеть этого положеня ири измфнеши подоженя самого 
зла *). 

Приложивь къ -центру тяжести силу, равную и противонолож- 
ную его вЪсу, мы уравновюсимь тЬло **). Отсюда слфдуетъ, 
что если поднереть или подвфеить т$ло въ его центр тяже 
то оно останется въ равновфои при любомъ своемь положеши. 
Точно также мы можемъ сдфлать и обратное заключеше: если ка- 
кая либо сила уравновфшиваеть тёло, на которое не дЪйствують 
пикакя друмя’ силы кромф его собственнаго вЪеа, то эта сила 
цепремфнно проходитЪ черезъ центръ тяжести тфла. 

$ 140. Центры тяжести объемовъ, поверхностей, площадей и 
линй. Опредълеве положешя центровъ тяжести представляеть 


въ 0,08" или въ 


*) Въ ифкоторыхъ случаяхъ (кольцо, полый шаръ и проч.) центръ тя- 
жести представляеть воображаемую точку, занимающую опредфленное п0л0- 
жеше, но не связанную непосредственно съ тломъ. 

**) Этоть факть, вфроятно, и быль первоначальнымь поводомъ къ обра- 
зованно самаго слова равноеюсй, принявшаго впослфдстви гораздо болфе 
общее значеше. 
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одну изъ важнфйшихъ задачь механики, рьшаемую, смотря по 
обстоятельствамъ вопроса, или аналитически, или геометрически, 
или, наконець, путемъ опыта. Для упрощеня мы будемъ опред*- 
лять центры тяжести однородныхь тфлъ, при чемъ замфтимь, что 
если одно измфреше разсматриваемаго тфла весьма мало сравни- 
тельно съ другими его измфренями (какъ напр., въ случаз тон- 
каго листа), то такое тфло разсматриваютъ, какъ матеральную 
площадь или поверхность, а если два измфрешя тЪла очень малы, 
сравнительно съ третьимъ (напр., въ случаЪ тонкой проволоки), 
то такое тфло разсматриваютъ, какъ матеральную линю. Въ 
этомъ смысл употребляють (хотя и не вполнф правильно) назва- 
не: центрь тяжести площади, поверхности, лини, периметра 
фигуры и проч. 

$ 141. Аналитическое опредфлеше центровь тяжести, Пусть 
р, Р», №, : -Р,— ВФса частей, составляющихь данное тло; 
2, у, 21; 3, Уз, 21. - 2, У,» 2,—координаты этихъ частиць или 
ихъ центровъ тяжестей (если эти части не очень малы); Р = р, + 
+... +2, = Хр —- Въ всего тфла и 2%, И, 2, — координаты 
его центра тажести относительно тёхъ же самыхъ плоскостей 
702, ХОЙ и ХОУ. 

На основан!и теоремы моментовъ параллельныхъ силъ относи- 
тельно плоскости имфемъ: момент» втьса всего ттъьла относительно 
какой угодно плоскости равень суммъ моментовъ втъсовъ ето 
частей относительно той же самой плоскости 


155 РУ: Ри 0: РАЗ... 


откуда 25 = 2. % = Ри, 


Обозначивъ вЪеъ кубической единицы тфла черезъ 4, а объ- 
емы тЬла и его частей черезь У, т, ,. . -1„ изъ ур-й (1) 
получимъ, что 

Тах, = Узах; Тау, = Ху; Таз, == Ут4е 


Выведя 4, какъ постояннаго множителя, за знакъ ХУ и сокра- 
тивъ на него полученныя уравнешя, будемъ имфть: 


= 29° РМ, —= ЗУ ЗИ, о. . 


РГ — $ 


откуда 2, = = р ;^ га ох МОЖЕ 
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Если тЬло разсматривается, какъ матеральная поверхность, то, 
называя поверхность всего тьла черезъ 5, поверхности частей 
черезь 8;, 8, 55,. 3, а вбеъ 1 кв. единицы поверхности че- _^ 
резъ 4", изъ ур-Ш (1) получимъ Г. 

Ба’, = ХУз@'ж; 5а’у, = Уз4’у; 54':, = Уз4'е или 
посль упрощен! 52, = Узж; бу, = Узи; ба, = №2, . .. (5) 
т 5 Узе м 
откуда 2, ти 5% = 25 +в че: 0 
° Наконець, если тфло разсматривается, какъ матертальная ли- 


ня, и Г — длина лини, [, 1,1. . .1,— длины ея частей, а 4" к, 
вЪеъ 1 единицы длины, то изъ ур-й (1) посл упрощен получимь 
Е Ии: 14-= ЗИ:  ь (7) 


р: РУ 


откуда м, = Я; = ^ ак В) 


Выражешя вида Ух, 5х, [4с, т.-е. произведеня изъ объема, 
поверхности или линши на разстояя ихъ центровъ тяжести до 
нЪкоторой плоскости называются (по аналоми съ моментами силъ) 
‚моментами объема, поверхности (площади) или линии относи- 
тельно плоскости. Поэтому уравнешя (3), (5), (7) выражають 
слЪдующую теорему: 

Моментъ объема (поверхности или лини) относительно 
плоскости равенъ сумлиь моментовь объемовъ (поверхностей или 
лин) 6г0 частей относительно той же самой плоскости. 

$ 142. Если центры тяжести частей разсматриваемаго объема, 
поверхности или лини лежать въ одной плоскости или на одной 
прямой, то, какъ это слфдуеть изъ сложенйя параллельныхь силъ, 
центрь тяжести всего объема, всей поверхности или всей лиши, 
такъ же лежить въ этой плоскости или на этой прямой. 

Поэтому, в первомъ случат для опредблен1я центра тяжести до- 
статочно опредфлить дв% его координаты, т.-е. разстолнйя его оть 
двужъ взаимно перпендикулярныхь осей, проведенныхь въ этой 
плоскости, а в0 второмъ случа, достаточно опредфлить только 
одну координату, т.-е. разстояще оть одной точки, выбранной на 
этой прямой. 

Въ этомъ смысль и употребляють выражения: момент» объема, 
поверхности, площади или лини отноентельно оси или точки, 
и примфняють уравненйя (3), (5) и (7). 
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Примпчане 1. Если въ уравнен!и (1) $ 14$. 
Ра = ри, Е Рь 2 НР т, - ... НР“, 
предноложимъ, что веф отдфльныя части, а слфдовательно и вфса 


ихъ равны между собою, т.-е. Что р = р. ==4=...р, и Р=р -- 
р - . . . Рр.=пр, то, написавъ это уравнен!е въ такомъ вид: 


пра = ри, аз -- =, +. . + т,), получимъ, что 
не: Зин За ОВО и 


м = 
* п 


тТ.-с. разстояне центра тяжести тфла (а также поверхности, ило- 
щади или лини) до н%которой плоскости, оси или точки ееть 
средняя ариометимеская изъ разстоян@ равныхъ частей этого 
тЪла (поверхности, площади или лини) до той же самой пло- 
скости, оси или точки. 

Велфдетве этого замфчательнаго свойства центра тяжести Пуансо 
назваль его центромь среднижь  разстоянй._ 

Примючане 2. Тавъ какъ вфсъ, а слфдовательно, и массу 
тваа можно считать сосредоточенными въ его центр тяжести, то, 
Эйлеръ предложиль назвать центръ тяжести центромь инерции 
тЪла. 

$ 148. Геометричесвя свойства центра тяжести. Разсмотримъ 
тьла, имъющ!я плоскость, ось или центрь симметрии, 

Т. Если черезъ тЬло (какъ напр., черезъ 
изображенную на фиг. 78 непараллельно 
усфченную, треугольную призму) можно про- 
вести плоскость (ММ№ВЕ), разскающую его 
такъ, что для произвольныхъ точекь (А, 
О, Н,. . .), находящихся по одну сторону 
плоскости, имфются по другую ея сторону 
соотвЪтственныя точки (С, РЁ, К,,.), лежашя 
попарно на одномъ перпендикулярь къ ило- 
скоети и въ равномъ оть нея удаленш, то 
такая плоскость называется илосхостью си.м- 

Фиг. 73. иетри тБаа. 
Складывая попарно нараллельныя сплы_ 
тяжести, приложенныя къ соотвфтетвеннымь точкамъ тфла, легко 
убфдимся, что точки приложеня ихъ равнодЪйствующихь лежать 
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въ плоскости симметри, а слЬдовательно, и центръ тяжести тфла, 
лежить также въ этой плоскости. 

И. Если черезъ тфло могуть быть проведены двф плоскости 
симметри, то прямая пересфченя ихъ называется 065ю симме- 
трём тёла. Очевидно, что центръ тяжести такого тфла лежить на 
оси симметрии. Полезно замфтить, что въ тфлахъ вращеня ось вра- 
щеня есть вмфстВ и ось симметри тбла. 

ТИ. Если черезъ тьло могуть быть проведены три плоскости 
симметр!и или, что все равно, двЪ оси симметрии, то точка пере- 
сфчешя ихъ называется центромь симметрм тфла. Центръ сим- 
метр!и, очевидно, есть вмфсть и центръь тяжести тъла. На осно- 
ванйи этихъ свойствъ непосредственно находимъ положен!е цент- 
ровъ тяжести въ простёйшихъ тёлахъ, фигурахъ и лин!яхъ: 

1. Центръ тяжести прямой лежитъь на ея середин%. 

2. Центры тяжести периметра или площади правильнаго много- 
угольника, круга, эллипса лежать въ ихъ геометрическихъ центрахъ. 

3. Центры тяжести поверхности или объема правильнаго мно- 
гогранника, шара, эллипсоида лежать въ ихъ геометрических 
центрахъ. 

4. Центры тяжести поверхности или объема правильной призмы 
и прямого цилиндра лежать въ серединв ихъ осей. 

5. Центры тяжести поверхности или объема правильной пи- 

рамиды и прямого конуса лежать на ихъ осяхъ. 


Примфры опредфлешя центровь тяжести. 
1. Центры тяжести лин. 


$ 144. Центръ тяжести периметра треугольника. Положимъ, что. 
данъ треугольникь АВС (фиг. 74), составленный тремя пря- 
мыми: АВ, ВС и АС, вфса которыхь обозначимъь черезъь Р,, 
Р, и Р,. Такъ какъ центры тяжести сторонъ лежать въ ихъ се- 
рединахъ с, аи 6, то задача сводится къ опредфлению центра 
3-хь параллельныхь силъ Р,, Р, и Р;, приложенныхь къ этимъ 
точкамъ и. соотвфтственно пропоршональныхь сторонамъ АВ, 
ВС и АС или вдвое меньшимъ ихъ сторонамъ аб, с, ас тре- 
угольника абе, 
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Сложивъ силы Р, и Р,, найдемъ точку 4 приложешя ихъ равно- 
дЬйствующей, опредёливъ ее изъ пропорци ^ 
4 _В0 и в 
аа `_ АВ тай а 


Искомый центрь тяжести лежитъ, очевидно, на прямой 64, 
соединяющей точку 4 съ точкой 6 приложеня силы Р,. Но 
изъ пропорщи (1) по извфстной тео- 
ремф геометрии слфдуеть, что $4 есть 
равнодблящая угла $ треугольника ас. 

Если бы мы сложили сперва силы 
Р, иР, и затьмъ равнодфйствующую 
ихъ съ силой Ру, то точно такимъ же 
разсуждещемъ у’ сь бы, что иско- 
мый центръ тяжести лежить такъ же и 
ва прямой се, равнодзаящей угла 4) 

Фиг, 74. Итакъ центръь тяжести периметра 

треугольника лежитъ въ точкЪ О пере- 

сфченя биссектрисъ или въ центрю круга, вписаннаго въ туе- 

узольникъ, вершины которазо лежать ‘на серединажь сторонъ 
даннаго треугольника. 

$ 145. Центрь тяжести дуги АВ круга (фиг. 75) лежить, оче- 
видно, на рад!усф ОС, перпендикулярномъ къ хордь АВ, какъ на 
оси симметрии дуги. Поэтому, чтобы 
найти положен!е этой точки, доста- 
точно опредфлить ея разстояне оть 
центра 0. Раздфлимъ дугу на н\- 
сколько (#2) равныхь частей и про- 
ведемь хорды АМ, ММ, МС, 
’ ОВ. Центрь тяжести каждой изъ 
нихъ находится въ ея середин%. 

Назовемъ для краткости длину 
каждой хорды черезъ 1, а длину всей ломаной АММСРОВ че- 
резъ = и напишемь уравнеше моментовъ всей ломаной и 
частей ея относительно даметра УУ параллельнаго хордф АВ: 


Паб, ыы, +. .в,..... @) 
Каран. о ов) ааыф. 
щ ® р 


Фиг. 75. 


откуда 2, = 


г. — 131 — 
Вторую часть уравнения (1) можно написать въ другомт вид®, 
Для этого, соединить центрь О съ серединой К хорды АМ, за- 


: > о АМ _ АЕ 
мфтимъь изъ подобМя Д-ковь АМЕ и ОКЕ, что к = кЕ 


1 АЕ 7. а 
О =, откуда 12, = ОК, АЕ=ОК . ат. 

Такимь же образомь докажемь, что 1, = ОК . тв; 
[", =ОК. О ит. д. 


Замфнивь въ уравненши (1) члены #5,, в, 2,,... 1, рав- 
ными иыъ выражешями и ввявь ОК’ за скобки, получимъ: 


Тиль — ОК (ат + тп-- то... +4) наи 
1, = ОК . 4&-—ОК . АВ, откуда 

ОК.АВ к 

® == и р А 0 

Эта формула опредфляеть разетояне оть точки (0 центра 
тяжести периметра части правильнаго виисаннаго многоугольника 
АММСРОВ. 

Когда число сторонъ периметра возрастеть до безконечноети, 
т.-е. когда этоть периметр обратился въ дугу, то ацовема ОК 
обратится въ радусь и 
слфдовательно == и Е: оО 

АВ 
гв ЯВ — длина хорды, а АЙ — длина дуги. 


Нанишемъ эту формулу въ видв пропорщи 
2, : В АВ: АЙ, т.е. 
разстояне центра тяжести дуги отъ центра окружности есть 


четвертая пропорцтональная между радгусомь, длиной хорды и 
длиной дуги. 


Примиръ. Если дуга АВ равна полуокружноети, то 


й.28В_ 2 Ч 
о оо 
г 


еж 
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П. Центры тяжестей поверхностей. 


$ 146. Центрь тяжести площади треугольника. РаздЪлимъ пло- 
щадь Д-ка АВС (фиг. 76) прямыми, параллельными сторон АС, 
на весьма болыное число очень узкихъ 
полоеъ, которыя можно разсматривать 
какъ матеральныя прямыя. Центры 
тяжести этихъ прямыхь лежать на ихъ 
серединахъ. Прямая, проходящая че- 
резь ве эти центры тяжести, есть 
очевидно, равнодвлящая (медана) ВМ 
стороны АС. На ней, какъ на гео- 
метрическомъ мЪфстЪ центровъ тяжести 
Фиг. 76. веВхъ элементарныхь полосъ, лежит 
центръ тяжести площади треугольника. 
Точно такимъь же разсуждешемь найдемъ, что ототь центръ 
тяжести лежить и на мещан СМ стороны АВ. Итакъ, центръ 
тяжести (’ площади треугольника лежит въ пересфчеши . его 
меданъ. 
Найдемъ вычислешемь мфсто этой точки. Прямая ММ, соеди- 
няющая середины сторонь АВ и АС, параллельна третьей сто- 
ронЪ ВС и равна половинЪ ея. Поэтому Д ММС ез ДВС и 


слфдовательно 
МС _ ММ _ 1 АЯ ны 
ети Де бвайСт = ВС наи Мб ВМ, 


1 + 
Т.-6, центрь тяжести треугольника лежить на у ‚меданы, 


считая отъь основаня. 
Полезно также замфтить, что центръ тяжести треугольника 


ь и, 
отетоить оть основаня на 5_ высоты треугольника, что не 


трудно доказать, 
Примтмчаняе. Легко видфть, что центръ тяжести треуголь: 
ника совиадаеть съ центромъ тяжести трехъ равныхь и парал- 
лельныхь силь, приложенныхь къ вершинамь 4, В, С тре- 
угольника. 
ДЪйствительно, точка приложешя равнодЪйствующей сить 
Аи С лежить въ точкь М — серединф прямой АЕ, а центрь 
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вофхъ 3-хъ силъ лежить на прямой ВМ въ точкв С, двлящей 
ВМ вь отношени 1:2. 

$ 147. Центръ тяжести площади параллелограмма (фиг. 77), лежить 
въ точкВ пересъченя его Чагоналей. Дйствительно, разсматривая 
параллелограммь АВОГ, какъ 


сумму двухъ треугольниковь АВС р с 
и АШОС, легко замЪтимъ, что у 
центры тяжести (С, и С, этихъ о 
треугольниковъ лежить на даго- А (. 
нали ВЛ), представляющей ихъ 
общую мед1ану; центръ же тяже- 
сти всего параллелограмма, какъ 
точка ‘приложеня равнодЪйствующей вфсовъ равныхъ треуголь- 
никовъ, лежить на срединь С дагонали или, что все равно, въ 
пересьчен!и двухъ д1агоналей, 

$ 148. Центрь тяжести площади четыреугольника. 

1-й способъ. Чтобы опредфлить центръ тяжести четыреуголь- 
ника АВСШ (фиг. 78), разобьемь его дагональю АС на тре- 
угольники АВО и АХО, проведемь ихъ меманы ВО и ГО и, 
раздьливъ каждую изъ нихъ на 3 части, найдемъ центры тяжести 
< и С, обоихъ треугольниковъ. Центръ тяжести даннаго четыре- 
угольника АВОШ лежитъ, оче- 
видно, на прямой (+, (+. 

Проведемъ теперь вторую да- 
тональ ВЛ и точно также опре- 
дВлимъ центры тяжести С, и С, 
двухъ треугольниковь АВР и 
СВР, а слфдовательно, и прямую 
(,С., на которой лежить центръ 
тяжести четыреугольника. Итакъ, 
искомый центрь тяжести ле- 
жить на прямыхъь (,(@, и @,С., т.-е. лежить въ точкВ @ ихъ 
пересъченя. 

$ 149. 2-й снособь (фиг. 79). Опрехфливъ, какъ только что показано, центры 
‘тяжести (1 и С» треугольниковь АВС и АПС, замфтимъ точку К пересфче- 
ня датонали АС, съ прямою @\ @з и отаожимъ оть точки @у на СС; часть 
6,6 равную б\К. 

Полученная точка (7 и есть искомый центръ тяжести четыреугольника., 
Докажем это. 


Фиг. 77. 


Фиг. 78. 
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Искомый центръ тяжести долженъ зежать на прямой (10 и притомъ въ 
точк, дБлящей эту прямую на части, обратно пропоршональныя величинамъ, 
площадей Д-вь АВС и АПС, какъ 
это сафдуеть изъ сложешя парал- 
зельныхь силъ, приложенныхь къ 
точкамь (1 и С. и пропорщональ- 
ныхъ величинамъ площадей этихъ 
треугольниковъ. Площади /\-ковъ 
АВС и АОС, имфющихъ общее осно- 
ване АС, относятся какъ ихъ вы. 
соты ВМ и ОМ. Изъ подобныхь 
А-ковь ВМЕ и ПМЕ находимъ, 
что 


ВМ ВЕ ВЕ вК 
м =-рЕ `` ® Но трек" ** 


ДЪЙствительно, Д-ки ОВО и 06} подобны, такъ какъ имфють общий 
06 

уголь и ов = т = г * Савловательно, 16, паралаельна ВП, откудь 

бк _ 0641 


вихимь, что Д 06\Кез А ОВК, и сайховатезьню “и = ОВ. = 8 › 


ок _ 06, _1 
Точно также Л Об; Кс А ОРЕ, откуда ук = ор = 3 ° 


Сравнивъ дв послфдня пропорщи, находимъ, что 
#5 „Е 388 „в: ФК = 9,9 
ВЕ" ПЕ ** РЕ” 65 : 


Изь пропорщй (1) и (2) имфемь й 


вм ‘к -ААВО _ 6,к. 
ТМ - вк *" "дАЬС вк °`” 
_Но по построеню С:К = 636 и С.К = 6\@. Саёдовательно 


ДАВС _ 6,69 
дАБСс 6.6 ° 


что и сафховало доказать. 


$ 150. Центръ тяжести трапещи можно опредфлить или только 
что указанными построешями, или другими способами, изъ кото- 
рыхъ укажемъ здфсь два наиболфе употребительные. 
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1-ый способъ. Центръ тяжести трапеци АВС (фиг. 80) ле- 
жить на прямой ЕЕ, соединяющей середины ея основан, такъ 
какъ эта прямая представляеть геоме- И 


трическое мфсто центровъ тяжести эле- 27777 
ментарныхь  полосъ, параллельныхь 7 
основаямъ, на которыя разбивается 28 

площадь трапещи. Но центръ тяжести 2 Е ы 
трапещи лежить также и на прямой Фиг. 80. 

@,@,, соединяющей центры тяжести 

треугольниковь АВЛ и ВОС, полученныхъ при проведенш дёаго- 
нали ВО. Итакъ, искомый центрь тяжести лежить въ точкё 
пересфчешя прямыхъ ЕРи 4, 6,. 


2-ой стособъ. Продол- 


жимъ верхнее основаше М 
—— $ т 


трапещи А.8=а (фиг. 81) 
на величину АМ, рав- 
ную нижнему основанию 
Р0=ЪЬ, а нижнее осно- 
ван!е продолжимъ въ про- Фиг. р 

тивоположную сторону на 

величину ОМ, равную АВ. Соединивъ точки М и № прямою 
МУ, а также середины Еи Г обоихъ основанй прямою ЕЁ, 
найдемъ въ пересфчеши этихъ прямыхъ центрь тяжести @ тра-* 
пещи. 

Для доказательства правильности построешя, а также для опре- 
длен!я искомаго центра тяжести вычислещемъ, разобъемъ тра- 
пецю на два треугольника АВЛ и ВОС, найдемъ ихъ центры 
тяжести С, и С, и воспользуемся теоремой моментовъ площадей 
ихъ относительно основанй АВ —=а и ДС=Ь, причемъ разстоя- 
я центра тяжести трапещи оть основашй будемъ обозначать 
черезъ 2, и 2. 

Уравнен!е моментовъ площадей относительно АВ: 


ДАВСЬ. =, =Д АВР. 6,К-- Д ВОС. 6,1, или 


№ 


называя высоту трапещи черезъ й и замфтивъ, что б,К = А 


вый, 
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@-0» 1, Ш 
Ъ у Вай 
(аа, а откуда ЕР АН 


Уравнен!е моментовъ нлощадей относительно ДС: 
ДАВСР. 1, = ДАВФ. 6, /-- А ВОС. 6, Р, или 
(@-ьв а 2, м Ъ 
В ИЕ ОБА 

_@а- ь _ @ав 
@- =; откуда м = За-5. (2). 
Раздвливъ (1) на (2), получимъ: 
ЕЕ И о 
м Зара" ме ий @). 
Но это же отношеше получается изъ нашего построешя, такъ 

какъ изъ подобныхъ треугольниковь (МЕ и С№Е имфемъ: 


а 
т, _ЕМ _ ЕА{АМ _ 3 4% 
„РМ РО СМ —1 О 
8 -а 


Примпчане. Справедливость этого построешя можно обнаружить, не поль- 
зуясь теоремой моментовъ, слфдующимь образомъ. Проведя В@ параллельно 
“АР (фиг. 82), разобъемь трапецию на паразлелограммь АВОЛ и треуголь- 
никъ ВОС. Найдемъ ихъ центры тяжести О; и О», и продолжимъь прямую 

0,0ъ на которой дежить иско- 
м Гы мый центръ тяжести, до перес%- 


=_в 
0 УД чешя съ основашями трапещи 
2 Ми м. С 
|. уч о Би, во АМИФОН 


ЧЕ СУ = АВ=а. 
фигГ6Ы Изъ равенства /\-ковъ МВС, 
и МПО, находимъ, что 
ООН Ь. орт е (4). 
а изъ подобия Д-ковь МВО, и МЕО,, что 
ВХ: ВМ = ВО, : ВО, пли (+05) а Ам =1:3, 
откуда а+АМ= 2“ + ом) торе. .. (5). 


Приравнявъ другъ другу вторыя части уравнен!й (4) и (5), получимъ 
СУЬЕЬ—а-- 2 СМ, откуда СМ =ан АМ=Ь. 
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$ 151. Центръ тяжести неправильнаго многоугольника находять, 
разбивая его сперва на простёйиИя фигуры, напр., на треуголь- 
ники, трапещи, прямоугольники, и опредфляя центры тяжести этихъ 
фигуръ, а затВмъ по теорем$‘сложешя параллельныхъ силъ или по 
теорем моментовъ относительно прилично выбранныхъ осей или 
точекъ опредЪляя общ центръ тяжести совокупности этихъ фигуръ. 
$ 152. Центръ тяжести кругового сектора лежитъ, очевидно, на 
радусв ОС (фиг. 83), дъаящемъ дугу АВ сектора пополамъ, 
какъ на оси симметрии. Раздфливъ ра- с 
усами секторь АОВ на весьма боль- 
шое число узкихь секторовъ, которые д «А (2 зв 
можно считать за треугольники, на- А ху 


ходимъ, что центры тяжести ихъ ле- \\ | И Й 


жать на дугё ММ, описанной изъ ых 
Фиг. 83. 


центра О радусомь ОМ =3 АО0= 


ве В. Итакъ, вЪса вехъ частей, составляющихъ данный секторъ. 


какъ бы размьщены по дугь ММ, откуда понятно, что центрь 
тяжести сектора совпадаеть съ центромъ тяжести этой дуги. Но 
их 


въ такомъь случаъ, какъ было уже доказано, О@—=ОМ И 


2 =: 2 к 
Или, такъ какъ ОМ=- В МИ=У яв; МИ=3 В, то 


Примтуръ. Если дуга АВ=тЕ, т.е. ИТАНоо, то сек- 

торъ обращается въ половину круга и 
2 „28 4Е __ 14 

ба Зав 5х 3я— 83 

$ 153. Центр тяжести нругового сегмента опредфляется по теорем мо- 
ментовъ слёдующимъ образомъ (фиг. 83) 

Назовемъ черезь 5, 5; и 5 площади сектора, треугольника и сегмента, 
а черезь 2, 2; и 2; разстоямя ихъ центровъ тяжести до центра О дуги, 
Тогда имфемъ 


бт = 5 1 + 52, ван 5 = 5—8 ..:.... (1); 
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1 Ру: нА 
Но Св откуда ба = 1 №. лв; 
2 3 ДВ Е 


1— Е ыы 
$ = 3 ЯВ.А;з, = За, сафдоват. 8 а: = з ЯВ. м = зв (= 
о ОрАавА Ав) АВ р 
Итакь ба, = 3. 8-3 АВ( (ип) тей ме 
АВ Ее 


откуда = 195, > 


$ 154. Щентры тяжести боковыхь поверхностей правильной пи- 


1 О 
рамиды и конуса лежать на 3 ихъ осей, считая отъ основашя. 


Дфйствительно, проведя сфчеше, параллельное основанйю пира- 
Пе 
миды на разстояше 5 ея оси, замфтимь, что на серединахь 


сторонъ его лежать центры тяжести треугольниковъ, образующих 
боковыя грани пирамиды. Отсюда понятно, что центръ тяжести 
боковой поверхности пирамиды совпадаеть съ центромь тяжести 


: 1 
периметра многоугольника сфчешя, т.-е. лежить на 3 Высоты пи- 


рамиды. 

Точно также докажемъ теорему относительно центра тяжести 
боковой поверхности конуса, разсматривая конусъ какъ пирамиду 
съ безчисленнымь множествомъ безконечно узкихъ граней. 

$ 155. Центры тяжести боковыхь поверхностей шарового пояса 
и сегмента лежать на ихъ высотахъ, какъ на осяхъ симметри. 
Проведя черезъ середину высоты № шарового пояса сфчене, па- 
раллельное его основанйю, замтимъ, что оно раздфлить данный 

в 

поясъ на двф части съ равновеликими поверхностями = 2л Е 
—=л Ай, откуда заключаемъ, что центръ тяжести поверхности 
пояса лежить въ центр этого сфчешя или на серединф вы- 
соты пояса. О 

Точно также доказывается, что центръ тяжести шарового сег- 
мента лежить на серединф его высоты (или стрфлки). 

Примтьръ. Центръ тяжести поверхности полушара находится 
на серединф его радйуса. 
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Ш. Центры тяжести объемовъ. 


$ 156. Центръ тяжести треугольной пирамиды, Найдемъ центръ 
ляжеети М грани ВСР данной 
пирамиды АВСГ (фиг. 84) и 
соединимъ эту точку съ вершиной 
А. Прямая АМ, очевидно, пред- 
ставляеть геометрическое мфсто 
центровъ тяжести вефхъ свченй 
пирамиды, параллельныхъ грани 
ВОР и представляющихь но- 
добные ей треугольники. 

Отсюда заключаемъ, что центръ 
тяжести пирамиды лежить на 
прямой АМ. 

Опредфливь центръь тяжести 
№ грани АСО, точно такимъ же разсуждешемъ найдемъ, что 
центръ тяжести пирамиды лежить на прямой ВМ. 

Итакъ, центръ тяжести пирамиды лежить въ точк (С перес- 
чешя прямыхь АМ и ВМ, лежащихъ въ одной илоскости АВЕ. 
Чтобы опредфлить вычисленемъ положеще точки (С, замфтимъ, что 
Ш^-ки АВЕ и ММЕ подобны (= общий и ВЕЕАЕ=З) 

ВЕ АЕ З3/’ 


откуда находимъ, что ММ параллельна АВ и равна р вя. По- 
этому ДА-ки СММ и САВ также подобны и, слфдовательно 


МММ 1 сх 
р : 


| 
Итакь @М = :. А+ или @М=1 Ам, т.-е. центрь тяже- 


сти треугольной пирамиды лежить на прямой, соединяющей 
вершину пирамиды съ центромъ тяжести основаная въ разстоя- 
КУ | Е 
ни ит этой прямой, считая отъ основатля. 
Примьъчанще. Центръ тяжести треугольной пирамиды совпа- 
даетъ съ центромъ 4-хъ равныхъ и параллельныхъь силъ, прило- 
женныхъ къ вершинамьъ пирамиды. Дфйствительно, центръ тяже- 
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сти М треугольника ВСГ совпадаеть съ центромъ 3-хъ равныхъ 
и параллельныхь силъ, приложенныхь къ вершинамь В, Си) 
($ 146). Сложивъ равнодьйствующую этихъ трехъ силъ съ 4-ой 
параллельной силой, приложенной въ вершин® А, находимъ, что 


4 1 
общ центръ 4-хъ данныхъ силъ лежить на 4 прямой АМ, ечи- 


тая оть основаня, что и слЪдовало доказать. 


$ 157. Центры тяжести многоугольной пирамиды и конуса. Раз- 
бивъ многоугольную пирамиду длагональными плоскостями на тре- 
угольныя пирамиды, найдемъ, что центры тяжести этихъ пира- 
мидъ, а слфдовательно, и центръ тяжести многоугольной пирамиды 
лежать въ плоскости, параллельной ея основано и отстоящей 
отъ нея на т высоты. Но вмфетВ съ тмъ очевидно, что искомый 
центръ тяжести лежить также на прямой, соединяющей вершину 
пирамиды съ центромъ тяжести основашя, такъ какъ эта прямая 
есть теометрическое мфето центровъ тяжести всфхъ с&ченй пи- 
рамиды, параллельныхь ея основаншю. Итакъ, центръ тяжести 
многоугольной пирамиды, также какъ и треугольной, лежить на 
прямой, соединяющей вершину ея съ центромъ тяжести основан 


Я р 
въ разстояи-_ этой прямой, считая оть основашя. 


4 

Доказанная теорема справедлива и для конуса, такъ какъ его 
можно разсматривать какъ пирамиду съ безчисленнымъ множеством 
граней. 

$ 158. Центрь тяжести объема шарового сектора (фиг. 83). Ша- 
ровой секторь АОВ можно представить какъ сумму безчиелен- 
наго множества равныхъ элементарных пирамидъ, основаШя ко- 
торыхъ лежать на шаровой поверхности сектора, а вершины схо- 
дятся въ центрЪ шара. По только что доказанному, центры тя- 


И: 
жести каждой изъ этихъ пирамидь лежать на разстояни -— ра- 


уса шара, считая оть центра, или, что все равно, на поверхно- 
сти шарового сегмента МКМ, описаннаго изъ центра раду- 


3 
вомъ = Е. Отсюда понятно, что центръь тяжести (+ объема 


шарового сектора АОВ совпадаеть съ центромъ тяжести поверх- 


ности сегмента МКМ, т.-е. съ серединой его высоты КУ рав- 


. ной — высоты СЛ сектора. 


4 
Поэтому разетояше 0@6=ОК— -5. = = В— к 
З 
ов=5 (28—5) 


$ 159. Центрь тяжести тфла произвольной формы находятъ, 
разбивая его сперва на тавя части, опредфлеше центровъ тяже- 
сти которыхъ извфетно (чаще всего на пирамиды), а зат®мъ при- 
мфняя теорему моментовъ всего объема и частей его. 

Если разематриваемое тВло не однородно, т.-е. если оно со- 
стоить изъ частей съ различной плотностью (напр., изъ дерева, 
металла и камня и т. и.), то, раздфливъ его на однородныя ча- 
сти, находятъ центрь тяжести на основаши теоремы моментовъ 
вфса всего тфла и частей его. 

Примтрь 1. Опредфзить центръ тяжести тфла, состоящаго изъ чугуннаго 
цилиндра и укр®илениаго въ центр его верхняго осповашя гранитиаго шара 
(фиг. 85). 

Даметръ основашя цилиихра = хаметру шара = 4 сантим. Высота ци- 
линдра = 24. Удфльный вЪсъ гранита = 3, а чугуна = 7,5. 

Очевидно, что центръ тяжести тфла лежитъ на пря- 


мой АВ, представаяющей его ось вращеня, Опредфлимъ 
разстояше 2 центра тяжести отъ центра А нижняго осно- (|) 


№ или 


ван!я цилиндра, для чего составимъ уравнен!е моментовъ в$- 
совъ всего тёла и двухъ его частей относительно точки А. 


г. г 
Объемь шара - 3 ян = "5 денек. р 


разстояше ().4 его центра тяжести = 24 +7 Я = 3 ба Вфсъ 


ла 
рол. 15-162; разетовио СА его центра 


тяжести = (. 


Поэтому (7 р С 


пилиндра 


1бжев п 54 15 ла 
4) = 2+4 Ча Фиг. 86. 


15 5 п з 
(1+ че За фа наи 112—304, откуда 2 та, 

Примтрь 2. Найти центръ тяжести тфла (фиг. 86), состоящаго изъ двухъ 
призмъ, соединенныхъ подъ прямымъ угломъ. Разсфчемъ тфло пополамь плос- 
костью симметр, проходящею черезъ высоты призмъ, и замфтивъ, что вс 
свченя тбла, параллельныя этой плоскости, равны между собою, находимъ, 


что вмфсто теоремы моментовъ объемовъ эдфсь возможно примфнить теорему мо- 
ментовъ площадей сфчешя тбла плоскостью симметрии. 
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Пусть Ола; ор-ь= Фа, АВ-БЕ-е-а. 
Проведемь дв взаимно перпендикулярныя оси ОХ и ОУ н составимъ отно- 
сительно ихъ уравнешя моментовъ площадей всего сфчешя и его частей, 
за которыя возьмемь прямоугольники 
ОАВС и СБЕЕ. 


а 
Площадь ОЛВС = ас = 4. Раз- 


стоян!я ея центра тяжести отъ оси ОУ 
и ОХ соотвфтственно равны 


а Г. а 
м они = 


Площадь СРЕР = 6 -де= 


8 1 и а 
- (+ «1 а) 4 = в‘ Ра 
стоян!я ея центровъ тяжести оть ОУ 


и ОХ равны а; = 


уравиеше моментовъ относительно ОУ: 


2 @. @2 а 2 а 3 < 
а-я РВ 


Зо. а 
иди &= ва, откра 2 = ва. 


Уравнеше моментовъ относительно ОХ: 


ЗЕ я оо а з ата 
енот. я -3 +4 
3 те 
маи Зе= ща, откуда у= у“. 
3 


Отложивь по оси ОХ отрёзокь ОГ=2 = ви, а по оси ОУ отр 


1 
зокъ Об=у=-фа и возставивъь изъ точекъ „Ги С перпендикуляры къ 


осямъ, получимъ въ пересфчеши ихъ точку @— искомый центръ тяжести на- 
шего сёченя, а слфдовательно, и всего тфла. Подьфсивъ наше тфло въ точк% 
С, увидимъ, что оно будеть находиться въ равновёст въ любомъ своемъ 
положени. . 

Центръ тяжести (7 летко найти и построенемъ, Для этого достаточно про- 
вести прямую ММ, соединяющую центры тяжести прямоугольниковь ОАВСи 
СЪЕЕ, а затфмъ прямую РФ, соединяющую центры тяжести двухъ другихъ 
прямоугольниковь АВЕН и ОБЕН, образующихъ нашу фигуру. Въ пересф- 
чеши прямыхъ ММУ и РО получимъ ту же самую точку С. 
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$ 160. Опредъленше центра тяжести путемь опыта. Г. Разематри- 
ваемое тВло подвфшиваютъ въ какой нибудь точк® А его (фиг. 87) 
посредствомъ нити или тонкой проволоки 
къ неподвижной точкь М. Когда тЪло 
придеть въ положеше покоя (равновфс1я), 
то проводять по нему черту А.А’, состав- 
ляющую продолжене вертикальнаго на- 
правлеШя нити А М. Центрь тяжести 
тьла лежитъь на прямой АА’, такъ какъ 
при равновЪеи центрь тяжести, какъ 
точка приложеня равнодфйствующей силъ Фиг. 87. 
тяжести, очевидно, должна находиться на 
одной вертикали съ неподвижной точкой. Подвфеивъ тфло въ дру- 
той его точкЪ В, точно также находять, что искомый центръ 
тяжести лежить на прямой ВВ’, составляющей продолжеше 
вертикали ВМ. Итакъ, центръ тяжести тьла находится въ точк® С 
пересьчешя прямыхь АА’ и ВВ’. 

П. Устанавливаютьъ тВло въ равновфен на остромъ ребрь ка- 
кого нибудь бруска. Центръ тяжести тфла, очевидно, лежитъ въ 
вертикальной плоскости, проходящей черезъ это ребро. Перевер- 
нувъ тфло и установивъ его въ равновзеи на томъ же ребру въ 
новыхъ положешяхъ еще два раза, находять еще двЪ илоскоети, 
въ которыхъ лежить центръ тяжести, положенще котораго оконча- 
тельно опредфлится, какъ точки пересфчешя трехъ найденных 
плоскостей. 


Теоремы Гюльдена. 


$ 161. Учеше о центр тяжести позволяеть вывести двф за- 
м®чательныя геометричесыя теоремы, при помощи которыхъ опре- 
двляются поверхности и объемы тфлъ, полученныхь оть враще. 
ня линй и площадей какого угодно вида около осей, лежащих 
съ ними въ одной плоскости. Эти теоремы были первоначально 
открыты древнимъ геометромь Паппомъ, но затмъ потеряны и 
вторично открыты ученымъ монахомъ Гюльденомъ. 

1. Поверхность тьла вращенля равна произведеню изъ 
длины образующей лини на окружность, описанную ея цент- 
ромъ тяжести. 

* 
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Положимъ (фиг. 88), что лия АВ— 1, вращается около оси 
УУ, описывая нфкоторую поверхность. Разобьемь АВ на множе- 
у ство элементарныхь отрфзковъ, которые по ма- 


А ‚ 10сти можно считать прямыми. Поверхность, по- 
й лученная отъ вращен!я каждаго изъ такихъ отрьз- 
9, ковъ, напр., 6—1, какъ поверхность усфченнаго 


конуса, равна произведеню длины окружности 

средняго сфчешя на образующую, т.-е. 5я=2л24, 
У тдЬ х есть разстоян!е оть оси середины или, что 

все равно, центра тяжести отр$зка. 

Полная поверхность вращеня 5 равна сумм такихъ элемен- 
тарныхъ поверхностей, т.-е. 9==Уз=У2л 1 или, по выведения 
за знакъ Х постоянныхъ множителей; 

а Же $ ое 0 

Но выражеше У12 представляеть сумму моментовъ элементар- 
ныхЪ лин относительно оси УУ, которая, какъ извфстно, равна 
моменту всей образующей лин!и относительно той же оси, т.-е. 


Фиг. 88. 


Ве вы акт (2). 
тдВ 2-разстояще центра тяжести прямой АВ — 1, оть оси. 
Итакъ, ЗЕЯ. иски ний (3). 


ИП. Объемь тъла вращеня равенъ произведентю изъ образующей 
площади на окружность, описанную ея центромъ тяжести. 

Найдемтъ объемъ кольцеобразнаго тфла, полученнаго при вращени 
площади АВСЛ около оси УУ (фиг. 89). Разобьемъ образующую пло- 
щадь на элементарные прямоугольники вида 
ака==в. Назовемъ черезъ »; их, — разстояя 
ат и бт, черезъ № — длину а и черезь хи 
2, — разетоян!я центровъ тяжести площадей абеа 
и АВСО оть оси. Объемъ ъ тБла, полученнаго 
оть вращешя элем. прямоугольника афе@, пред- 
ставляеть объемъ полаго цилиндра, поэтому 
9—л № (91—т,) —лй (м —*,) (и +). 
Фиг. 89. Ной(7, —т,)— аа. аб =, а т, += 


(такъ какъ аи). 


Поэтому 9—2лх.з. 
Объемъ всего тла вращеня Г= У’ —= Х2лиз или 
И 9х У:х. .. 2: ИИ. , Ч 


А 


Но У3х, какъ сумма момедтовъ элементарныхъ площадей от- 
носительно оси, равна моменту всей площади АВСШ—5 относи- 
тельно той же оси, т.-е. Е: (5). 

Изъ (4) и (5) получаемъ Пе явиие и \. (6).- 

Примтуръ. Найдемъ поверхность и объемъ круглаго кольца (такъ ° 
называемаго тора), полученнаго при вращеши круга около оси, 
если радбусъ круга=», а разстояще его центра отъ оси. 

5—2». 2л Кл Вик; Ут. 2я 2? Ку, 


Задачи. Провфрить по теоремь Гюльдена извфстныя формулы 
поверхностей и объемовь: 1) цилиндра, 2) конуса, 3) шара. 


Равновфае тЪфлъ. 


Равновфс1е свободнаго твердаго тфла. 


$ 162. Сложеще системы силъ какъ угодно приложенныхь къ 
твердому тЬлу. Вообразимьъ, что къ нфкоторому свободному твер- 
дому тЪлу въ различныхъ его точкахь приложены силы Е, Ра, 
Е... дФйствующя по различнымь направлешямъ и лежаня 
въ различныхь плоскостяхъ (фиг. 90). 

Перенесемь одну изъ 
этихь силъ, напр. К,, па- 
раллельно самой себф вь 
произвольно выбранную точ- 
ку О тБла. Какъ извфетно, 
при этомъ получится сила 
Р,, приложенная въ точк® О 
и пара (Ё,. Ё,), лежащая 
въ плоскости, проходящей 
черезъ точку О и направае- 
не силы Ё,. Сдфлавъ тоже 
самое со всфми остальными силами ЁР,, Е,,.. Е,, получимъ си- 
стему силь, сходящихся пучкомъ въ точкф О и систему паръ 
(Е, Е,), (Ёь, Е,), (Е, В)... лежащихьъ въ разныхъ плоскостяхъ, 
при чемь всЪ эти плоскости пересфкаются между собой въ точкё 0. 


Фиг. 90. 


— 146 — 


Сложивъ по правилу многоугольника всф сходяняся силы, & 
также всф полученныя пары (для чего всего удобнфе предвари- 
тельно изобразить ихъ осями), получимъ одну равнодЪйствующую 
силу В и одну равнодфйствующую пару, моменть которой обозна- 
чимъ черезъь (7. 

Положене произвольно выбранной точки 0, называемой цент- 
ромъ приведензя не пмфеть значеня ни для величины, ни для 
направлешя равнодЪйствующей силы В. Это прямо слфдуеть изъ 
того, что при параллельномъ перенесени силъ въ какую угодно 
точку мы не измфняемъ ни величины, ни направленя ихъ. 

Недьзя, однако, сказать того же про величину и положеше 
равнодфйствующей пары: при выборв различныхъ центровъ при- 
веденя плоскости слагающихъ паръ будуть принимать различныя 
положешя и, слфдовательно, складывая эти пары, мы будемъ по- 
лучать равнодфйствуюния пары, отличаюцияея одна оть другой 
какъ по величинЪ, такъ и по положению своихъ плоскостей, 

Вообще, въ зависимости оть выбора того или другого центра 
приведен!я, плоскость равнодфйствующей пары будетъ пересфкать 
направлене равнодфйствующей силы Ё подъ различными углами. 
Въ частномъ случаз, о которомъ будемъ еще говорить, плоскость 
пары (С можеть проходить черезъ направленше силы 1. 

Итакъ, сколько бы къ твердому тёлу ни было приложено сить 
и каковы бы ни были ихъ величины и направления, всегда воз- 
можно привести всЪ эти силы къ одной силф и къ одной парЪ, 
лежащихъ, вообще говоря, въ различныхь плоскостяхъ. 

$ 163. Центральная обь системы паръ. Между различными точками тёла, 
каждую изъ которыхь можно принимать за центрь приведешя, сущоствуеть 
рядъ точек, лежащихъ на одной прямой, обладающихь слёдующими замфча- 
тельными свойствами: 

При перенесеши всЪхь приложенныхь къ твлу силъ въ какую-либо изъ 
этихъ точекъ 

1) плоскость равнодЙствующей пары будеть перпендикулярна къ напра- 
вленно равнод®йствующей силы; 

2) величина момента этой равнохфйствующей пары будеть намменииая 
(титйнит) по сравнени съ величинами моментовъ равнохёйствующихь паръ, 
полученныхь при перенесени силъ въ как!я-либо друмя точки тфла. 

Доказательство 1. Положимъ, что мы привели вс№ дЪйствующёя из тЪло 
силы къ одной сиз К, приложенной въ точк А и къ одной парё (7. Раз- 
дожимЪ эту пару по правилу параллелограмма на двф слагающия: на пару съ 
моментомь Рр-=б’, лежащую вЪ плоскости, перпендикулярной къ сид К, и 


з 
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пару съ моментомъ 44=(”, лежащую въ плоскости, проходящей черезь ии» 
правлеше силы № (фиг. 91). 
Перенесемь силу Ё параллельно самой себф въ точку О, отстоящую оть 


прямой АЛ на разстоящи 7= р. Чи въ такомъ направлены, чтобы получии» 


чшаяся при этомъ пара съ моментомъ №! = 04 была противоположна по наз — 
правяешю ранфе полученной чарё съ моментомь 04. 

“Гогда 06% эти пары, какъ равныя, противоположныя и 2 
лежашуя въ одной плоскости, взанмно уничтожатся и, } 
слфдовательно, останется одна сила №, приложенная въ } 
точкВ 0, и одна пара Рр=("’, лежащая въ плоскости, 
перпеидикулярной къ направленю силы. 

Очевидно, что, перенося пентръ приведения изъ точки 
0, пъ точки 0’, О", .. ложащя па прямой ОЖ, мы 
‘ничёмь не измфняли бы полученной совокупности силы 
В и пары С’, такъ какъ при этомъ сила переносилась 
бы по ея напранленио. а пара перемфщалась бы парал- НН 
лольно самой с06%. | 

Наоборотъ, если силу Л перенесемь параллельно 2 
самой себ% въ какую нибудь точку, лежащую виф пря- Фиг. 91. 
мой ОК и отстоящую отъ нея въ нфкоторомъ разстоянт 
т, то, сложииь получившуюся при этомь пару Их съ прежней парой Рр, 
получимь новую пару, плоскость которой, понятно, уже не будеть периен- 
дикулярна къ направлению сизы Л. Такъ какъ эта пара получилась отъ сло- 
жен паръ, лежащихъ въ взаимно перпендикулярныхь плоскостяхъ, то мо- 
менть ея всегда будеть болте момента пары Рр=(”’. Такимт, образомъ пара 
(', перпендикулярная къ сил® К, пред- 
ставаяеть наименьшую пару изъ вефхь 
паръ, получающихся при сложен и про- 
‘извольной системы силъ. 

Прямая ОЖ, представляющая гео- 
‘метрическое мфето центровъ приведеня 
паръ съ маименьшимъ моментомъ, по 
прехложению Пуансо, получнль назваше 
центральной оси системы паръ. 

Доказательство 2. Подожимъ, что 
вс силы приведены въ точкё А къ 
равнодфЙствующей сил Л и равнодй- 
«твующей паръ, изображенной ея осью ь 2 
6 (фиг. 92). Раздложимь по правилу Ф 

иг. 92. 
параллелограмма пару С на дв соста- 
ваяющя пары съ осями (п моментами) (’ и 0”, ваъ которыхь пер- 
вия совпадала бы съ направлешемь силы 1, а вторая была бы периенди- 
кулярна къ этой силф. Повернемъ пару (” въ ея плоскости такъ, чтобы 
одна изъ силъ ея приняла положен!е прямопротивоположное силф Ё н зам$- 
10* 


ттт: 


мимъ затфмъ эту пару другою съ равнымъ моментомъ (2.0.4), но съ силами 
равными №. 

Тогда дв равныя и прямопротивоположныя силы Ё взаимно уничтожат 
ся и останется только сила К, приложенная въ точкВ 0, и пара съ осью (7, 
которую можно перенести параллельно самой себЪ въ точку 0’ до совпадешя 
съ сизой П. 

Очевидно, что силу К н ось пары (’ можно переносить безъ всякаго из- 
мЪнешя въ любыя точки центральной оси 2. Но если силу № перенесемъ. 
параллельно самой себф въ какую-либо точку, ие лежащую на оси 2, то 
полученная при этомъ пара, будучи сложена съ прежней парой (7, дастъ пару 
съ моментомъ большимъ чфмъ (7. 

Итак, пара (” есть наименьшая пора. Нетрудно видфть, что моменть иа- 
именьшей пары б’= сова, гд® @—какая угодно равнодфйствующая пара, а. 
«— уголь, образуемый ея осью съ центральной осью системы паръ. 

Равнодйствующая сила К и ось (2 равнодЪИствующей пары, перпенди- 
кулярной къ ея направлению, совпадаютъ въ одну прямую. Такая совокуп- 
ность силы и пары называется дынамой или силовымь винтомь. Посая%днее 
назваше объясняется тёмъ, что при ввиичивани винта, бурава и проч., мы 
дЪИствуемъ одновременно силой, идущей по оси винта и лвигающей его посту- 
пательно, и парой, вращающей внить въ плоскости, перпендикулярной къ. 
его оси. 

$ 164. Частные случаи сложеня произвольной системы силъ. 

1. Приведене къ одной равнодфйствующей силф. Если по при- 
ведеши веёхъ силъ къ одной силЪ В и парь С окажется, что он%. 
лежать въ одной плоскости, то такую систе.му всегда можно при- 
вести къ одной равнодьйствующей силь, равной по величинЪ- 
и направленю силЪ В, но приложенной къ другой точк%. 

Дьиствительно, сложивъ. 
силу К съ одною изъ силь. 
Р пары С=Рр (фиг, 93), 
получимь  равнодфйствую- 
щую А’. Перенеся эту силу 
по ея направлено до пере- 
сфченя въ точкф О съ вто- 
рой силой Р пары и 6л0- 
живъ эти силы, получимь 
окончательную — равнодЪй- 
ствующую И", равную и 
параллельную сил6 В. Тотъ же самый результать можно было. 
получить и другимъ путемъ, а именно, перенеся силу № въ та- 
кую точку 0’, чтобы образовавшаяся при этомъ пара (№, 1). 


Фиг. 93. 
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была равна по величинф и противоположна по направлен ю пар® 
Рр. Тогда объ эти пары взаимно уничтожатся и получится одна 
<нла И, приложенная въ точкЪ 0’. 

Примьчане. Въ общемъ случаф, когда равнодфйствующая сила 
В и равнодЪйствующая пара © = Рр не лежать въ одной пло- 
скости, такую систему можно всегда привести къ двумь силамъ, 
не лежащимъ въ одной плоскости. Дфйствительно, сложивъ силу 
В съ первой силой Р пары, получимъ равнодЪфйствующую №", ле- 
жащую въ другой плоскости, чёмъ сила.Р, а, слБдовательно, не 
пересвкающуюся со второй силой Р пары. Итакъ, данная система 
«иль приводится съ двумъ силамъ Ё' и Р, не лежащимь въ одной 
плоскости и потому не складывающимея въ одну равнодфйотву- 
ющую. 

|. Приведеше къ одной равнодъйствующей пар. Если вс силы, 
перенесенныя въ центръ приведешя, взаимно уничтожаются, т.-е. 
если равнодЪйствующая ихъ А—0О, а получивийяся при этомъ 
пары не уничтожаются, то сложивъ ихъ, получимъ одну равно- 
дЪйствующую пару С. 

$ 165. Условя равновфс!я свободнаго твердаго тфла. Такъ какъ 
система силъ, приложенныхь къ свободному твердому тфлу, въ об- 
щемъ случаЪ приводится къ одной равнодЪЬйствующей сил Ви 
одной равнодЪйствующей парв С, то, очевидно, что это тЬло одно- 
временно побуждается равнодфйствующей силой къ поступатель- 
ному движеню по ея направлено и равнодЪйствующей парой къ 
вращательному движению въ плоскости этой пары *). Слфдовательно, 
условя равновзсйя свободнаго тфла, очевидно, состоять въ тому 
что одновременно, какъ равнодфйствующая сила, такъ и моменть 
равнодфийствующей пары должны равняться нулю, т.-е. 


В=0и6=0. (4). 


Иными словами, для равновфея необходимо и достаточно, что- 
бы какъ силы, перенесенныя параллельно самимъ себф въ одну 


*) Отсюда никакъ нельзя выводить тозо заключения, что, если всё силы при- 
водятся къ одной только равнодъйствующей, то тфло непремфнно получить. ойно 
‘только зостунательное движеше по направлению этой силы. Наобороть, въ 
динамик$ будетъ доказано, что всякая сна, если только она не приложена къ 
центру инернёи (иентру тяжести) свободиаю ттъла, разлатаясь на силу и 
пару, сообщаетъ тлу одновременно постунательное и врашательное движеня. 


ОЗ 


точку, взаимно уничтожались, такъ и получивийяся при этомъ пары? 
также взаимно уничтожались. 

Выражая эти же усломя геометрически, можемт, сказать, что- 
для равновпейя свободнаго твердаго ттьла необходимо и доста- 
точно, чтобы многоугольникь слагающить силь и многоугольникъ 
осей слазающихь паръ замыкались сами собою. 

Выразимъ теперь условя равновзея аналитически. 

$ 166. Аналитическое опредфленше условйй равновфе!я. Положимъ, 
что къ нфкоторому свободному твердому тблу приложено въ раз- 
личныхъ его точкахъ п различныхь силъ Ё,, Ё,,... Е,. Проведемъ. 
изъ произвольно взятой точки (© этого тЪла три взаимно перпен- 
дикулярныя оси координать ОХ, ОУ и 0# (фиг. 94). Пусть ко- 


Фиг. 94. 


ординаты точки А приложен я одной изъ данныхъ силъ Ё, будуть 
2, И, 21, а углы, образуемые направлешемъ этой силы съ осями 
координатъ, будуть а, В, 71. 

Разложимъ эту силу по правилу параллеленипеда на три слага- 
ющя силы Х,, У,, #,, параллельныя направлешямь одноимен- 
ныхъ осей координать, и затьмъ перенесемъ эти слагаюция по 
ихъ направлешямъ до пересфчен!я съ соотвЪтствующими коорди- 
натными плоскостями, т.-е. силу Х, въ точку В ея пересфчешя съ 
плоскостью УОЙ, силу У, въ точку С пересфчея съ плоско- 
стью ХОЙ и силу Й, въ точку Г) пересфчешя съ плоскостью 
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ХОТ. Наконець перенеся всф эти силы въ начало О координатъ, 
получимъ въ этой точкф три силы Х,, У,, 2, итри пары: (Х,, Х,) 
съ плечомь ОВ, (У,, У,) съ плечомъь ОС и (7, #,) съ плечомъ 
ОЛ *). 

Разложимъ пару (Х,, Х,) по правилу параллелограмма на двЪ 
слагающия: пару (Х,, Х,) съ плечомь ОЕ—2,, лежащую въ ило- 
скости ХОЙ и пару (Х,,_Х,) съ плечомь ОН=у,, лежащую въ 
плоскости ХОУ. Принимая во внимаше направлешя вращешя 
этихъ паръ, найдемъ, что моменты ихъ будуть Х,а, и —Х,/. 

Точно также разложимъ вторую пару (У,, У,) на двЪ слагаю- 
ия: пару (У,, У,) въ плоскости ХОУ съ плечомь ОК=а, и 
пару (У,, У,) въ плоскости УОЙ съ плечомь ОЕ==2,. Моменты 
этихъ паръ равны Ух; и У, 2. 

Наконецъ разложимъ третью пару (й,, ,) на слатаюция: пару 
(#,, #,) въ плоскости ХОЙ съ плечомь ОК =, и моментомь— 
Иа, и пару (Й,, Й,) въ плоскости УОЙ съ плечомь ОН=у и 
моментомъ ,//. 

Такимъ образомь въ каждой изъ координатныхь плоскостей 
получаются по двф пары. Сложивъ ихъ, получимъ, 


въ плоскости УОЙ пару съ моментомь 1, — Ул; 
И ИИ а 
ЗО уу а Г У, — Ху - 


” 


Сдьлавъ тоже самое съ каждой изъ остальныхъ силъ Ё,, №... 
Е,, найдемъ совершенно подобныя же выражен!я для составляю- 
щихъ силъ, сходящихся въ точкЪ О, и для составляющихъ паръ, 
расположенныхъ въ координатных плоскостяхЪ. 

Сложивъ всЪ силы, направленныя по каждой изъ осей, а также 
всВ пары, лежанйя въ каждой изъ координатныхъ плоскостей, 
получимъ три силы: 

хх, х,-+..- Х,—= УХ >} Реоза, 
У У, + У, +... У, = У 21 РоозВ, 
А, 2+. И, = Я = > Ееоз\, 


*) Очевидно, что плечи ОВ, ОС и ОР, какъ магонази граней паралаеле- 
пипеда, соотвфтственно перпеядикулярны его ребрамъ, по которымъ направле- 
ны силы Хь У, и 24. 
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три пары: 
С,=$ (2у— 11); 6,=5 (Ха: — 21); @,= (У=— Ху)*). 
Наконець, сложивъ по правилу параллелепипеда эти послёднйя 
силы и пары, найдемъ слфдующйя выражешя для равнодЪйствую- 
щей силы Я и момента (+ равнодЪйствующей пары: 
В=иИ(зх)*-+ (у) (Й). 
‚ 9 у — Уд (Ха — Р-Р — Ху). 
Такимъ образомъ, какъ легко видЪть, изъ основныхъ условй 
равновв я В —=0 и (=0, непосредственно вытекають **) шесть 
‘уравнен!й: 


хХ=0 (1) 5(бу— У)=0 (4). 
ХУ (2) х(Х.— 20) =0 (5). 
х7=0 (3) х(%— ХИ=0 (6). 


Эти уравненя и называются основными уравненями равно- 
втъсйя свободнаго твердаго тфла. 

$ 167. Другой видъ уравненй равновфс!я. 

Уравнешямъ равновъея часто даютъ другой видъ болфе удоб- 
ный для запоминаюия и для примфненя. Для этого замфнимъ вы- 
ражешя УХ, МУ и УЙ, т.-е. суммы проекщй приложенныхъ силъ 
Е, Г,,...ЁЕь на оси координать равносильными имъ выражешщями 
УЕ, ХЕ, и УЕ, а затЬмъ докажемъ, что уравнешя (4), (5) и (6) 
предетавляютъ ничто иное какъ суммы моментовь приложенныхь 
силь относительно осей координатъ. ДЪйствительно, принявь во 
внимаше, что моменть равнодЪйствующей относительно какой-либо 
‘оси равенъ сумм моментовъ составляющихъ относительно той же 


*) Для облегчешя составлешя выраженй осей паръ @,, буи С, рекомен- 
дуется слБдующий премъ. жа въ вид треугольника большая и малыя 
буквы такимъ образомъ, Ни "ъ.. . Для составлешя выражешя @, возь- 
мемъ большую букву, предшествующую Х, считая по направлению движеня 
часовой стрёлки, т.-е. 7 (силу), а затбмъ малую букву, предшествующую #, 
т.-е. у (координату). Выражеше Фу прехставаяеть 1-ую часть момента пары 
@,. Вторая часть (со знакомъ—) состоить изъ тьхъ же буквъ, но въ обрат- 
номъ порядк®. Итакъ С, = у— У:. Точно также составляются выражешя 
для буи С.. г 

**) Такъ какъ сумма квадратовъ алгебраическихъ количествъ только тогда’ 
равна нулю, когда сами эти количества порознь равны нулю. 
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самой оси, составимъ выражен!я моментовъ силы Ё,, какъ равно- 
дьйствующей силъ Х,, У, и Й, относительно каждой изъ трехъ 
‘осей координатъ. 

Перенесемъ силы Х,, У, и Й, по ихь направлешямъ въ точки 
В, Си Г и замфтимъ, что моменты каждой изъ этих силъ от- 
носительно параллельныхь имъ осей ОХ, ОУ и 01 равны нулю. 
Поэтому моменть силы Ё, относительно оси ОХ или 

М,Е, =М,У, -- М,й, и точно также 
М, В, = М,Х, + М2, 
М,Е, =М,Х, + МУ, 

Но, какъ легко видфть, М, У, —= — У, 24 = 2; 

М, Х.= Ха; М,А=Ь—ф2а; М.Х, =— Хи; МИ Иа. 

Написавь совершенно подобныя же выражешя для моментовъ 
остальныхь силь Ё,, Ё,...Ё» и сложив однородные моменты, по- 
лучимъ, что 


У (у — У:)=УМ,Е; Х(Х: — #2) = ХМ, Е; (Уг— Ху) = М.Е 


Такимь образомъ уравнен!я равновёся можно представить въ 
такомъ видф: 


И, =0 М,Е 
УР и А 
УЕ, =0 (3) хМ,Р=0 (6). 


Итакъ для равновфея свободнаго твердаго тфла необходимо, 
чтобы: 

1. алгебраическая сумма проекцй всъяъ силъ на каждую изъ 
трель взаимно пернендикулярныхь осей равнялась нулю и 

2. алгебраическая сумма моментовь веъхь силъ относительно 
заждой изь трель взаимно пертендикулярныхь осей равнялась 
нулю. 

$ 168. Легко замфтить, что найденныя шесть уравненй не 
только необходимы, но и достаточны для равноввея. Дъйстви- 
тельно, основныя усломя равновёйя К =0 и С —0, т.-е, равно- 
дЬйствующая сила и ось равнодфйствующей пары должны быть 
равны нулю, удовлетворяются только въ томъ случаВ, когда иро- 
екци В и С на любую ось будуть равны нулю. 

Въ самомъ дьлЬ, проекши Ё и С на одну или даже на двЪ 
взаимно перпендикулярныя оси могуть равняться нулю, когда сами 
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величины В и С не равны нулю, но перпендикулярны къ этимъ 
осямъ. Итакъ, двухь или четырехь уравнен!й проекщй и момен- 
товъ силъ недостаточно для выраженя условй равновфая. Но такъ 
какъ прямая не можеть быть одновременно периендикулярна къ 
тремь взаимно-пернендикулярнымь осямъ, то шесть уравненй 
вполнф достаточны для спредфлешя равновфейя. Изъ первыхъ трехъ 
уравнешй необходимо слфдуетъ, что В —0, а изъ трехъ послёд- 
нихъ, что (1—0. 

$ 169. Частные случаи равновфся. 

1. Всф силы лежатъ въ одной плоскости. Расположимъ три оси 
координать такимъ образомъ, чтобы плоскость ХОУ совпала съ 
плоскостью дфйстыя силъ. При этомъ уравнеше УР, —0 всегда 
удовлетворяется само собой, такъ какъ проекщи силь на ось ОЙ 
всегда будутъ = 0. 

Точно также дсегда удовлетворяются сами собой уравнешя 
(4) и (5) УМ,Е=ОнхмМ,Р= О, такъ какъ данныя силы ле- 
жать въ плоскости осей ОХ и ОУ и слфдовательно моменты силъ 
относительно этихъ осей всегда—=0. Итакъ, въ этомъ случаЪ для 
равновзея необходимо и достаточно, чтобы удовлетворялись только 
три уравненя 


ХЕ, =0; Е, =0; УМ, Е=0. 


Эти уравненя можно получить и непосредственно. Для этого 
проведемь въ плоскости силъ оси ОХ и ОУ, перенесемъ всЪ дан- 
ныя силы въ начало О координать и сложимъ веф получивийяся 
при этомъ силы и пары въ одну равнодъйствующую силу Ёи одну 
равнодВйетвующую пару @, лежашйя въ одной плоскости ХОУ. 

Какъ извфстно, равнодЪйствующая сила № —У(3Е.)- (Е), 
тд УЕ, и УЕ, суть суммы проекц! всЪхъ давныхь силъ на 
оси ОХ и ОУ. Моменть равнодфИствующей пары С == алгебр. 
сумм моментовъ вефхъ слагающихъ паръ = алгебр. суммф момен- 
товъ вовхъ силь относительно оси ОЙ или, что все равно, отно- 
сительно точки О (такъ какъ ве силы и пары лежать въ одной 
плоскости ХОУ), т.-е. @6=> М, Е. 

Такимъ образомъ изъ основныхъ условй равновзйя В—=Ои 
@—=0 получимъ три уравненйя: 


5Е,=0; ХА=0, ХМ, ЕО. 
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Теорема моментовъ относительно трехъ точенъ. Для опредвлешя 
равновфе!я свободнаго тфла, къ которому приложены силы, лежащя 
въ одной плоскости, пользуются еще слфдующей теоремой: 

„Для равновъеля силъ, лежащихь въ одной плоскости, нвобто- 
димо ш достаточно, чтобы аллебраическая сумма моментовъ 
вспуеъ силъ относительно каждой изъ трехъ точекъ, произвольно 
взятыхь въ этой плоскости и не лежащить на одной прямой, 
равнялась нулю. 

Положимъ, что въ плоскости силъ ЕЁ, Е, 
три точки 4, В, С и что 

УМАЕ=0... (1); УМь Е=0... (2) и УМеЕ=о... (3). 

Изъ равенства УМ, Е—0 заключаемъ, что моментъь равно- 
дЬйствующей В вебхъ силь относительно точки А равенъ нулю, 
что возможно въ 0вухь случаяхъ: или равнодфйствующая #=0, 
или она проходить черезъ точку -1 (т.-е. плечо равнодЪйствующей 
равно нулю). 

Присоединяя равенство УМ» Е=0, заключаемъ точно такимъ. 
же образомъ, что или равнодфйствующая Ё равна нулю, или она. 
проходить черезъ точки 41 и В. Наконець присоединивъ сюда и 
третье услоше, выражаемое равенствомь У№ Е==0, находимъ, 
что равнодфйствующая или равна нулю, или проходить черезъ 
три точки А, Ви С. Посльднее однако невозможно, такъ какъ 
эти точки не лежатъ на одной прямой. Итакъ, равнодёйствующая 
В равна нулю, т.-е. всф приложенныя силы взаимно уравновии- 
ваются. 

Примпчашще 1. Чтобы сложить графически ифеколько сихъ, лежащихь въ 
одной плоскости, складывають по правилу паралаезограмма попарно, въ ка- 
комъ угодно порядкф, силы иихъ равнодствующы. Въ конечному результатВ 
получается или одна равнодЙствующая сила, или одна пара силъ, или (слу- 
чай равновься) дв равныя и прямо-противоположныя силы, взаимно уничто- 
жалюнияся. Подобный способъ однако рёдко производится на практик, такъ 
какъ въ случа большого числа силъ онъ приводить къ неудобнымъ построе- 
нямъ, Въ отихъ случаяхь находять равнод®Иствующую посредствомь особито, 
построен, называемаго способомъ веревочнино мновоулюльника, къ изучешю. 
котораго мы перейдемъ впослЪдств!и. 

Примпмаше 2. Если силы, лежашя въ одной илоскости, имфютъ одну 
равнод®Йствующую, то между точками, лежащими на ея направлешы, суще- 
ствуетъ одна точка, называемая центромъ системы силъ, обладающая тфмъ ва- 
мфчательнымь свойствомъ, что, при поворот всфхъ данныхъ силъ около ‘ихъ 
точекъ призоженя на одинъ и тоть же произвольный уголь, равнодфйствую- 


К, взяты тая 
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’ 
щая, вращаясь на тоть же самый утолъ, всегда проходить черезъ эту точку. 
Докажемъ существоваше такого центра для двухъ сходящихся силь Ри 0, 
приложенныхь въ точкахь Л и В (фиг. 95). Перенесемъ эти силы въ общую 
точку М схода, найдемт ихъ равнод®йствующую № 
и на прямой АВ, какъ на хорд, построимъ дугу, 
выфщающую уголь 4 МВ. Точка С пересфчешя равно- 
хьйствующей съ дугою АСВ и есть искомый центръ 
сизь Ри 0. 

ДВЙствительно, повернемь силы Ри © около 
точекь Аи В ив одинъ и тотъь же произвольный 
уголь « и построимъ ихъ равнод®Иствующую И’. 
Такъ какъ уголь АМ’В=углу АМВ, то вершина 
М’ будетъ лежать на дугв А МВ. Утлы РМК и РМ’ 
принадлежаще равнымъ  треугольникамъ, равны 
между собою и, слфдовательно, соотвтствуютъ одной и той же дуг АС, такъ 
что прямая ЛГ’, такъ же какъ и прямая ЛА, проходить черезъ точку С. 

Итакъ, при вращении силъ Ри © на одинаковые углы, точка схода ихъ 
перемфщается по дугв А МВ, а равнодфИствующая всегда проходить черезъ 
одну и ту же точку С. 

'Треугольникъ АВС, образуемый прямыми, соединяющими центръ 2-хъ силъ, 
и ихъ точки приложешя, очевидно, подобенъ треугольнику РМЁ. Слфдователь- 
но 40: ВС=0 :№. Отсюда заключаем что при Р=0 треугольникь АВС 6у- 
„деть равнобедренный. | 

Если дано нфсколько силъ, то, находя посафдовательно пентръ каждыхъ 
двухь силь и ихъ равнодЪйствующихь, получимь центръ воёхъ данныхь силъ. 


|. ВсБ силы сходятся въ одной точкф. Въ этомъ случаЪ, про- 
ведя черезъ эту точку О три взаимно периендикулярныя оси 
ОХ, ОУи 01, замфтимъ, что всЪ три уравневя (4), (5) и (6) 
моментовъ силъ удовлетворяются сами собою, такъ какъ въ точкь 
О всЪ силы пересЪкаются съ осями. Итакъ, для равновфсйя такой си- 
стемы силъ необходимо и достаточно существоване трехъ уравненй 


Е,=0; ХЕ=0;  ХЕ=0. 


Такое заключене вытекаеть и непосредетвенно изъ того со- 
ображешя, что въ случа силъ, сходящихся въ одной точкЪ, не 
можеть образоваться пара силъ, такъ какъ сходящяся силы всегда 
складываются въ одну равнодьйствующую №, которая въ случа» 
равновве1я должна равняться нулю. 

Итакъ В=УСЕ, Е СУР,)-- Р,=0, 
откуда слфдуеть, что УЕ, —=0; Е, =0 и УЕ, =0. 

11, Вс силы параллельны между собою. Предположимъ сперва, 
что данныя силы не лежать въ одной плоскости. Проведемъ три 
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коордиватныя оси такъ, чтобы одна изъ нихъ, напр. ось ОЙ, бмлй 
параллельна общему направлено силъ. При этомъ изь мести 
уравнешй равновфс1я три, а именно (1), (2) и (6) удовлетноруютеи 
сами собой. Проекщи силъ, параллельныхъь оси ОХ, на ви ОХ 
и ОУ всегда равны нулю, точно также какъ будуть равны нулю 
и моменты этихъ силь относительно оси 0. . 

Итакъ, ‘для равновЪея тЪла въ этомъ случаз необходимо и 
достаточно существоваше трехъ уравненй: 

УЕ,=0; УМ, ЁР=0; $М,Е—=0. 

Если вс№ данныя параллельныя силы лежать в» одной плоско» 
сти, то координатныя оси слфдуетъ провести такъ, чтобы двЪ ив» 
нихъ, напр. ОХ и 01, лежали въ этой плоскости, тогда уравие- 
не УМ,==0 удовлетворяется само собою и слфдовательно для 
равновьея тфла необходимы и достаточны только два уравненя 

УР, =0; хМ,г=0. 


Равновфс!е несвободнаго твердаго тфпа. 


$ 170. Свободныя твердыя тВла, могупйя двигаться безпрепят- 
ственно по всфмъ направленямъ, на практик встрфчаются въ до- 
вольно р8дкихь случаяхъ *). Возможность свободно перемфщаться 
по какому угодно направлено у большей части земныхъ пред- 
метовъ бываеть обыкновенно ограничена существованемь раз- 
личнаго рода препятств!й (связей, опоръ), вслфдетые чего ве№ 
тая тбла называются месвободными. 

Разнообразныя пренятствя, ограничиваюн!я свободу перем%- 
щенй тлъ, сводятся къ слёдующимъ тремъь главнымъ видам 
сопротивленй. Тфло несвободно, когда оно имфеть: 1) одну нее 
подвижную точку; 2) дв неподвижныя точки или неподвижную 
ось; 3) когда оно опирается одной или нфеколькими точками на 
неподвижную плоскость или вообще на какую-нибудь поверхность, 

Само с0бою понятно, что несвободное твердое тьло’ будет 
находиться въ равновфи не только въ томъ случаЪ, когда вов 
приложенныя къ нему силы ваацино уравновъшиваются (какъ ото 


*) Сюда относятся напр, тфла, свободно движупяся въ тазахъ, жидко= 
стяхъ или въ безвоздушномъ проегранств%, 
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необходимо для свободнаго тфла), но и тогда, когда эти силы 
‘уравновъшиваются сопротивлемемь со неподвижныть связей 
или опоръ *). Такъ какъ однако силы могуть уравновёшиваться 
только силами, то, елЪдовательно, сопротивленйя связей или опоръ 
несвободнаго тёла мы должны разоматривать тоже какъ силы. 
По закону равенства дЪйстя и противодфйствя силы сопро- 
‘тивленй (или силы реакцШ) связей и опоръь равны и прямо- 
противоположны производимымь на эти связи и опоры давленямь 
оть совокупнаго дфйстйя приложенныхь къ тВлу силъ. 

Такимъ образомь силы сопротивленй всецфло зависять отъ 
величины и направленя приложенных силъ и могутъ быть опре- 
ДЪлены слфдующимь образомь. Иринявъ во внимане силы 
сопротивленй, мы можемъ несвободное тЪло разсматривать как 
свободное и примфнить къ нему шесть извЪетныхь уравнений 
равновзыя. Одна часть этихъ уравнешй, въ составъ которыхъ 
будуть входить только однф данныя приложенныя силы, будетъ 
выражать собственно условя равновфея несвободнаго тЬла; дру- 
тая часть уравнешй, въ составъ которыхъ будуть входить дан- 
цыя приложенныя силы и силы сопротивленй, разсматривае- 
мыя какъ неизвфстныя, будеть служить для опредзлешя этихъ 
неизвфетныхъ. 

Можетъ однако случиться, что число уравнений второй группы 
будеть недостаточно для опредфлевшя силь сопротивлешй, такъ 
какъ число связей или опорь можеть быть неограниченно, & 
веЪхь уравнен! равноввея только шесть. 

$ 171. Равновф@е тфла, имфющаго одну неподвижную точку. 
Такъ какъ т№ло, имфющее неподвижную точку, можеть только 
вращаться около произвольной оси, проходящей черезъ эту точку, 
то очевидно, что для равновЪя такого тВла необходимо и до- 
статочно, чтобы вов приложенныя силы приводились къ одной 
равнодЪйствующей, проходящей черезь неподвижную точку или 
иначе, чтобы алгебраическая сумма моментовъ возхъ приложен- 
ныхъ сильъ относительно каждой изъ трехъ взаимно периендику- 


*) Часто употребляють не совефыъ правильное выражено: силы умичино- 
жаются сопротивленемъ связей или опоръ. Оилы не мозуть уничтожаться. 
Встрёчая непреодолимыя препятстыя къ движению, он№ прояваяють однако 
свое дЬйстие въ вид давлешя на эти связи или опоры. 
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‘лярныхь осей, пересфкающихся въ неподвижной точкВ, была 
равна нулю, т.-е. чтобы 
УМ,.Е=0; УМ,Р=0; УМЕЫ=0. 

Такъ какъ равнодЪйствующая Ё уравновъшивается силой со- 
противленя А’ неподвижной точки, то сяъдовательно сила А’ 
равна по величин® и противоположна по направ. равнодьй- 
ствующей В, т.-е. = В=У(УР-- (ХЕ, ")*. 

Этотъь же результать можно получить и другимъ путемъ. 060- 
значимъ черезъ а, В иу углы, составленныя силой сопротивле- 
ня В’ съ осями координать, и напишемъ три остальныя уравне- 
я равновфсйя даннаго тфла, разсматриваемаго какъ свободное. 


УЕ, Всоза=0; УЕ, -|- созВ—0; УЕ, -- В'вову=0, 
откуда Вов а=— УЕ; КеозВ=— УК, Юс0зу=— УК,. 

Возвысивъ 06% части каждаго изъ этихъ уравненй въ квадрать 
и сложивъ ихъ, получим 

Вцеовт с | сов В -|- сов) = (УЕ)* НХ Е, (ХЕ) 
или, зная, что с03 а -|- с08В -|- с08*у —1, 
Е=УСЕт-+Р,1+ СЕ. 

Если тфло подвержено дЪйств!ю только собственнаго вфса, с0- 
©редоточеннаго, какъ извфетно, въ центр тяжести и направлен- 
_наго по вертикали, то для равновфс1я такого тфла необходимо и 

_ достаточно, чтобы центръ тяжести его находился на одной вер- 

йе ликали съ неподвижной точкой. Дйствительно, при этомъ моменть 
вВса относительно этой точки, а слфдовательно и относительно 
каждой изъ трехъ проходящихъ черезъ нее взаимно перпендику- 
лярныхъ осей будеть равенъ нулю. 

$ 172. Равновф@е тфла, имфющаго неподвижную ось. Тло, 
имфющее неподвижную ось, можеть или только вращаться около 
нея, или вращаться и скользить вдоль нея. 

Очевидно, что въ первомъ случаф для равновфе1я тфла необ- 
ходимо и достаточно, чтобы сумма моментовь приложенныхь къ 
нему силь относительно этой оси была равна нулю, т.-е. чтобы 


УМ, 0, 


ТДБ 2 — неподвижная ось. 
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Чтобы тВло не могло двигаться вдоль оси, необходимо, чтобы 
алгебраическая сумма проекцй на эту ось всзхъ приложенныхь 
силъ равнялась нулю, т.-е. чтобы 


УЕ =0. 


Если на тЪло дЬйствуеть только его собственный вфеъ, то. 
очевидно, что для равновфем тфла необходимо и достаточно, 
чтобы центръ тяжести его находился въ одной вертикальной 
плоскости съ неподвижной осью. 

$ 173. РавновЪые тфла, опирающагося на неподвижную плоскость. 
или поверхность. . 

Т. Если тВао оппрается на неподвижную плоскость или по- 
верхность одной точкой, то для равновь@я его необходимо: 
1) чтобы ве приложенныя къ нему силы приводились къ одной 
равнодфйствующей, проходящей черезъ точку опоры и 2) чтобы 
направлен!е этой равнодйствующей было перпендикулярно (нор- 
мально) къ опорной плоскости- или поверхности. 

Первое услове очевидно само по себф. Чтобы выяснить не- 
обходимость второго услойя, предположимъ, что направлен!е 
равнодЪйствующей будеть наклонно къ опорной плоскости. Раз- 
ложивъ эту равнодфйствующую на двф слагаюнйя силы, одну 
перпендикулярную плоскости и другую параллельную плоскости, 
найдемъ, что первая сила уравновфеится сопротивлешемъ чо 
кости, а вторая приведеть тфло въ движене по плоскости. М 

Замфтивъ, что ваправлене сопротивлешя опорной плоскости 
или поверхности всегда перпендикулярно или нормально къ пло- 
скости или поверхности, легко доказать дв слфдующя теоремы: 

П. Если тЬло опирается на плоскость двумя точками, то для 
равновфея его необходимо и достаточно, чтобы равнодёйствующая 
всфхъ приложенныхь силъ была периендикулярна къ плоскости 
и проходила черезь прямую, соединяющую об точки опоры. 

Ш. Если тфло опирается на плоскость тремя или болфе точ- 
ками, то для равновфая его необходимо и достаточно, чтобы 
равнодьйствующая вефхъ приложенныхъ силъ была перпендику- 
лярна къ этой илоскости и проходила внутри периметра много- 
угольника, образуемаго прямыми, соединяющими точкёми опоры. 


У ЗЫ 


$ 174. Различные виды равновЪея несвободныхь тяжелыхъ тЬлъ. 
Въ несвободныхь тфлахъ, подверженныхь дЪйствию только соб- 
ственнаго вЪса, различають три вида равновёея: 

1. Устойчивое, когда тфло, выведенное изъ первоначальнаго 
положен!я равновфейя, возвращается само вновь въ это положение; 

2. неустойчивое, когда такое твло не возвращается въ перво- 
начальное положеше и падаеть; 

3, безразличное, когда тфло сохраняеть равновЪс1е въ любомъ 
своемъ положенйи. 

Покажемъ, что равновье тБла будеть устойчивым, если 
при отклонени его оть положен!я равновфейя центръ тяжести его 
‘повышается; неустойчивымъ, если при этомъ центръ тяжести 
понижается; безразличнымъ, если центръ тяжести остается ио- 
стоянно на одинаковой высотть. 


Фиг. 98. Фиг. 99. 


ДЬйствительно, какъ видно изъ фиг. 96, если центръ тяжести 
тфла повышается, то вфсъ Р тфла образуеть относительно непо- 
движной точки А моменть —=Р. АВ, приближающий тфло къ его 
первоначальному положенйо. 

Наоборотъ, если центрь тяжести понижается, то (фиг. 97) 
образующийся при этомь моменть вфса = Р.АС удаляеть тфло 
оть ого первоначальнаго положена. 

Наконецъ, если центрь тяжести тфла не измфняеть своей 
высоты (что происходить, когда онъ совпадаеть съ неподвижной 
точкой или неподвижной осью тла, или когда это обусловливается 
формою тБла, какъ напр., въ случа шара, а также цилиндра 
и конуса, лежащихь своими образующими на горизонтальной 
плоскости), то (фиг. 98 и 99) сила тяжести Р никакого момента 
не образуеть и, слёдовательно, тьло остается въ равновзеа въ 
любомъ своемъ положеши. 

и 
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Тяжелое тфло стоящее на горизонтальной плоскости (фиг. 100), 
при вращени его около одного изъ реберъ основаня, будетъ 
находиться въ положеши устойчиваго равновъейя до тьхъ поръ, 
пока центръ тяжести его не будеть въ одной вертикальной илос- 
кости съ ребромъ вращешя. Въ этоть моментъ тфло будеть нахд- 
диться въ положен -неустойчиваго равновтъься, такъ какъ при 
отклонени тЬла изъ этого положешя въ ту или другую сторону 
центрь тяжести его будетъь понижаться. Отсюда слёдуетъ, что 
такое тВло будеть тЬмъ устойчивюье, т.-е. тЬмъ боле сохранять 
положенще устойчиваго равновЪс1я, чёмъ ниже лежить его центръ 
тяжести, такъ какъ въ этомъ случа, тьмъ большую дугу будеть 
описывать центръ тяжести, чтобы достигнуть положеня неустой- 
чиваго равновЪе1я. 

Поэтому, чтобы увеличить устойчивость такихъ предметовъ, какъ 
лампы, подевфчники и проч., искусственно понижають ихъ центръ 
тяжести, заполряя ихъ пустотфлыя основан{я свинцомъ или оловомъ. 


175. Поняе объ устойчивости тфлъ. Коэффищенть устойчивости. 
Положимъ, что на нфкоторое тяжелое тфло АВОЛ (фиг. 100) 
дЪйствуеть сила Ё и что велфдетне 
препятствй тфло не можеть имфть 
поступательнаго движешя. Тогда дЪй- 
стве силы Р выразится въ томъ, что 
она будеть стремиться опрокинуть 
тло, вращая его около ребра, про- 
р ходящаго черезь точку Г). 

Фиг. 100. Допустимъь для простоты, что 

фиг. 100 представляеть съчеше тёла 

илоскоетью, проходящей черезъь его центрь тяжести (и что 

сила К лежить въ этой плоскости. Тогда опрокидываюц!й моменть 

силы К относительно точки 7) будеть = Е. ДЕ = Ей. Ему сопро- 

тивляется моментъ вЪса Р относительно той же точки, равный 
Р.Р/ = Ра. Для равновъея необходимо, чтобы Рй — Ра. 

Моменть Ра, сопротивляющийся опрокидыванйю т$ла, предета- 
вляеть статическую мфру устойчивости тЪла. Его называють 
поэтому смоментомь устойчивости тфла. Итакъ, моменть устой- 
чивости равенъ произведен изъ вфса тла на плечо его отно- 
сительно точки или ребра вращевя. 
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Какъ видно изъ чертежа, наше тьло имЪфеть больную устой- 
чивость относительно ребра, проходящаго черезъ точку А, чфмъ 
относительно ребра, проходящаго черезъ точку Г), такъ какъ 
‘илечо А» плеча ОУ. 

Полезно также замфтить, что моменть устойчивости быстро 
уменьшается (вслфдетые уменьшен плеча) по мЪрь увеличешя 
угла вращешя центра тяжести тфла и обращается въ нуль, когда 
центръ тяжести будетъ находиться въ одной вертикальной пло- 
кости съ ребромъ вращешя. 

Отношене момента устойчивости къ опрокидывающему мо- 


Ра : 
менту, т.е. частное у, называется коэффишентомз устойчиво- 


сти. По коэффищенту устойчивости можно судить о стенени 
устойчивости тфлъ подъ вшящемъ данныхъ силъ. Поэтому опре- 
дЬлен!е его величины является весьма важной задачей, въ 0со- 
бенноети при сооружещи такихъ построекъ, какъ высокя стфны, 
дымовыя трубы и проч. 


ты 


Задали. 


Нинематина. 
1. Равномфрное движене. 


1. Какое пространство пройдетъ въ 3 часа локомотивъ, движу- 
щШся со скоростью въ 15 метровъ. 

2. На какомъ разстояни оть наблюдателя находится оруде, 
если выстрлъ слышенъ черезъ 6 секундъ послЪ появлешя огня? 
Скорость звука въ воздух® 333 метра. 

3. Тьло А проходить 18 метр. въ 4", а тфло В проходить 21 метр. 
въ 5", Найти скорости обоихъ тфлъ и ихъ отношеше. 

4. Плывущее по рфкф тфло проходить 18 саж. въ 1 мин. 
24 сек. Опредфлить скорость теченя. - 

5. Пъшехода, вышедшаго изъ дома въ 8 чае. и идущаго со. 
скоростью 1,5 метра, обгоняеть въ 8 час, 24 мин. карета, выфха- 
вшая изъ того же дома въ 8 час. 16 мин. Найти скорость кареты. 

6. Мальчикъь пробфжаль длину дорожки два раза: сперва въ 
одномъ направлеши со скоростью г,—6 фут., а затВмъ немедлен- 
но въ обратномъ направлени со скоростью ,,—9 фут. Найти дли- 
ну дорожки, если всего онъ бфжаль #—15 секундъ. 

7. Платформа строгальной машины движется виередъ, т.-е. 
приближаясь къ рфзцу, со скоростью 0,12 метр., а назадъ со. 
скоростью вдвое большей. Сколько надо времени, чтобы обетро- 
тать одинъ разъ плоскость, длина которой 2,7 м., а ширина 0,4 м., 
если ширина стружки 1 миллиметръ, и рфзецъ работаетъ только при 
движен!и платформы впередъ. 

8. Со станщи А вышель пассажирскй пофздъ, ндушёй со ско- 
роетью %, —=45 версть въ часъ. Спустя (=2,5 час. вышель изъ 
А по тому же направлению курьерсьй пофздъ, идушйй со ско- 
ростью 7,=70 версть въ часъ. Черезъ сколько времени и на ка- 
кой версть курьерсый пофздъ догонить пассажирскйй. 


— 165 — 


39. Со станщи А вышелъ пассажирсый пофадъ, идущ со ско- 
фоетью =3 м. въ 1" и черезъь (==5 мин. курьерскйЙ пофздь, 
который догоняеть пассажирск! черезъ #,—20 мин. Найти ско- 
рость курьерскаго нофзда и разстояне, которое будеть между по- 
Фздами черезъ 20 минутъ посл встрёчи. 


2. Равномфрно-перемённыя движеня. 


10. Какое разстояше пройдеть тёло въ 0,1 секунды, если ско- 
рость его увеличивается въ каждую секунду на 8 футовъ. *). 

11. Ускореше равномфрно-ускоренно движущагося тЪла—10 м. 
Найти скорость ого въ началь 5-ой секунды. 

12. Найти конечную скорость тфаа, движущагося равноуско- 
‘ренно въ течеше 5 сек. съ ускорешемъ 12 м, 

13. Найти ускореше тфла, которое, двигаясь равноускоренно, 
‘прошло въ '/, секунды 8 футовъ. 

14. Твло, двигаясь равноускоренно, прошло въ 30 сек. 45 
метр. Найти его ускореше. 

15. Во сколько секундъь тЬло, двигающееся равноускоренно 
<ъ ускорешемъ въ 7 метр., пройдеть 1,4 километра. 
х^ 16. Тьло, двигающееся съ ускорешемъ 20 метр., прошло 1000 
метр. Найти его конечную скорость. 

17. Тфло движется съ ускорешемь а=—12 фут. Найти иро- 
странс?во, которое оно пройдеть въ 5 секундъ и скорость, его, 
когда-оно пройдеть 96 фут. оть начала движеня. 

„о (8) ТЬло, двигающееся равноускоренно, прошло въ 5-ую се- 
кунду посл начала движеня 90 метр. Найти его ускореше и ско- 
рость въ концё 10-ой секунды. 

19. Сколько секундъ должно двигаться тЬло съ ускоренемъ въ 
25 метр., чтобы прюбрфсти скорость въ 1000 м.? 

_ 20. Тфло, двигающееся равноускоренно, прошло въ двф сл%- 
дуюпийя одна за другой секунды 45 м. и 55 м. Найти простран- 
«тво, проходимое имъ въ 20-ую секунду. 

21. Скорость поЪзда въ разсматриваемый моменть #,—4 м., 

а затБмь она увеличивается на 0,2 м. въ секунду. Найти ско- 


*) Въ задачахъ 10—22 предполагается, что тЬло начало двитаться безь 
‘начальной скорости. 
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рость пофзда черезъ 20 сек. и пространство, пройденное имъ за 

это время, 

—- 22. Пофздъ, выйдя со станщи и двигаясь равноускоренно, про- 
шель въ первые 40 сек. 250 метровъ. Опредфлить его ускорен!е, 

а также пространство, пройденное имъ въ слфдующия 40 сек. Ка- 

кая будеть скоростью пофзда въ концф 80-й секунды. 

23. Съ какой скоростью начало двигаться тфло, если скорость 
его уменьшается на 10 метр. въ 1”, и оно останавливается че- 
резъ 12". 

24. Тфло. имфя начальную скорость=90 сантим., и двигаясь 
равнозамедленно, прошло 3 метра, при чемъ въ конц этого пути 
скорость его равнялась 50 сантим. Найти ускорене движения. 

25. Пофздъ идетъ съ замедлешемъ въ 44 версты въ часъ. Ка- 
кое пространство онъ долженъ пройти, чтобы скорость его умени- 
шилась съ 60 до 50 версть въ часъ. 

26. Средняя скорость тфла, двигающагося равнозамедленно, 
#.—75 см., а конечная скорость #—50 см. Найти начальную ско- 
рость. 

в ( 'Туло движется 'равнозамедленно въ течети #==90 сек. 
Средняя скорость его х.—125 м., а конечная скорость +=120 м. 
Найти ускореше. 

28. Найти начальную скорость тфла, которое, двигаясь съ за- 
медлешемъ въ 10 фут. въ секунду, останавливается, пройдя раз- 
стояше въ 45 футовъ. к 

29. Найти пространство, пройденное свободно падающимь т- 
ломъ въ 6 секундъ и въ 6-ую секунду. *). 

30. Найти среднюю скорость тфла, падающаго 10 секундь: а) 
безъ начальной скорости; Ъ) съ начальной скоростью 9—4. м. 

31. Съ какой высоты упало тфло и въ течеши какого време- 
ни оно падало, если скорость его въ моментъ удара о землю т=85 м. 

32. Свободно падающее тфло прошло 289 фут. Опредфлить 
время движен!я и конечную скорость. 

- Скорость свободнаго падающаго тёла въ нЪфкоторый мо- 
менть-—160 фут. Какое пространство прошло это тфло отъ начала 


Въ задачахъ на падеше тёль для упрощеня вычисленй въ русских 
мфрахъ принято, что 9 = 32 ф.; для вычисленй въ метрическихъь мфрахъ. 
4=9,8 м. 


=- 
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паденя и какое пространство оно ипройдеть въ слфдующую” се- 
к 

Сь какой скоростью слфдуетъ бросить тфло съ высоты 96 м. 

кально внизъ, чтобы оно достигло земли черезъ 3 секунды? 

35. Тьло упало съ высоты и—100 фут. Черезъ сколько секундъ 
оно достигиеть земли и какова будеть его конечная скорость. 

—^ 36. Свободно падающее тфло проходить въ первую секунду 
\\ полной высоты паденя. реахать всю высоту и рем, , 
употребленное на падеше. ы т 

37. Тьло свободно падаеть с’ высоты ^ 1000 м,  Опредфлить р 
пространство, пройденное имъ въ послфднюю секунду падешя. 

38. Найти пространство, проходимое свободно надающимь ть- * 
ломъ, и его конечную скорость въ '/,, секунды, считая отъ конца 
2-Й секунды падешя. 

39. Свободно падающее тЬло проходить въ нфкоторую секунду 
336 фут. Сколько уже секундъ падало это тЪло до начала этой секунды? 

40. Свободно падающее тьло имфло въ нЪкоторой точкЪ ево- 
его пути скорость #,—=35 м., а въ другой, ниже лежащей точк\, 
скорость 2,=874 м. Какъ велико разстояе между этими точками 
и во сколько секундъ тбло прошло это разстоян1е? 

41. Два тьла начали падать одновременно изъ двухъ различ- 
ныхъ точекъ, лежащихъ на одной вертикали. Показать, что при 
падени разстояне между тфлами не измфнлется. 

42. Два тьла начали падать изъ одной и той же точки, одно 
послф другого. Показать, что разстояще между тВлами во все 
время падешя будеть увеличиваться. 

43. Два тла свободно падають, одно за другимъ черезь 3 сек. 
Найти ихъ взаимныя разстоянйя черезъ 2, 3, 4... секунды. 

44. Съ вершины башни свободно падаетъ камень; черезь се- 
кунду бросают вслфдъ за нимъ другой камень, который наети- 
гаетъ первый черезъь 1 секунду. Съ какой скоростью быль бро- > 
шенъ второй камень. 2 17е ®,- 

45. Отрёла пущена вертикально вверхъ съ начальной скоростью ^ 
%—112. фут. На какую высоту она поднимется и черезъ сколько 
секундъ обратно упадетъ на землю? 


®@— Выстрёломьъ изъ ружья была пущена вертикально вверхь 


пуля съ начальной скоростью 350 м. Какой высоты оно доети- 
тнеть и черезь сколько секундъ.упадеть обратно на землю? 
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47. Сь какой скоростью должно быть брошено вертикально 
вверхъ ядро, чтобы оно могло подняться на высоту 9 километ- 
ровъ. Черезъ сколько секундъ оно упадеть обратно на землю? 

48. 'ТЬло брошено вертикально вверхъ съ начальной скоростью 
%\—120 ф. Опредфлить на какой высот и черезъ сколько се- 
кундъ послф начала движен!я скорость его будетъ °—40 ф. 

49. Тьло брошено вертикально вверхъ съ начальной скоро- 
стью и—64 ф. Опредфлить на какой высоть подъема скорость 
его будеть вдвое менфе начальной, 

50. Тфло брошено вертикально вверхъ съ начальной скоростью 
%,—96 ф. Сиустя сколько секундъ оно. падая уже внизъ, будеть 
имфть скорость вдвое меньшую начальной. 

51. Камень, брошенный вертикально вверхъ, упалъ обратно на 
землю черезъь 6 секундъ. Какая была его начальная скорость и 
до какой высоты онъ поднялся? 

52. Тфло брошено вертикально вверхъ съ начальной скоростью 
%=1000 ф. ОпредЪлить его среднюю скорость за первыя 15 се- 
кундъ его движешя. (9—32,2 ф,). 

53. Ядро вылетаеть изъ дула пушки со скоростью #—660 м. 
Длина пушки 1=3 м. Найти ускореше, сообщаемое ядру вы- 
стрЪломъ . 

64. Камень упаль въ колодецъ. Черезъь 4 секунды быль 
услышанъ плескъ воды. Опредфлить глубину колодца; а) считая, 
что звукъ распространяется моментально; Ъ) принимая во внима- 
не, что скорость звука=1100 фут. въ секунду. 

› 65. Свободно падающИ камень въ концф первой секунды па- 
дешя встрфчаеть стеклянную пластинку и разбиваеть ее, велЪд- 
стве чего теряеть половину своей скорости. Найти пространство, 
проходимое камнемъ въ слфдующую секунду. 

56. Паровозъ, имфвиий въ известный моментъ скорость 15 м., 
заторможень такимъ образомъ, что теряеть въ каждую секунду 
2 м. скорости. Опредфлить: 1) скорость паровоза черезъ 5 се- 
кундъ послф начала тормаженя и пройденное въ это время имъ 
пространство; 2) черезъ сколько секундъ онъ остановится; 3) ка- 
ково должно быть замедлеше хода паровоза, чтобы онъ остано- 
вилея черезъ 1/, минуты. 

57. ТЪло поднимается по наклонной плоскости съ начальной 
скоростью въ 40 фут., при чемъ въ каждую секунду скорость его. 
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уменьшается на 8 фут. Найти: 1) сколько секундъ будетъ подни- 
маться вверхъ это тьло; 2) какой путь оно при этомъ пройдетъ. 

58. Два шара одновременно начинають двигаться: первый 
‹<вободно падаетъ на землю съ высоты 19,6 м., а второй подни- 
‘мается вертикально вверхъ со скоростью, соотвфтствующей этой 

-  высотв. Черезъь сколько секундъ оба шара будуть на одной вы- 
<отф надъ землей. 

@ 59. Баба парового молота имфеть высоту подъема—1,25 м. 
Время, необходимое для ея поднямя, равно двойному времени ея 
‹свободнаго паденя. Сколько ударовъ баба можеть сдфлать въ ми- 
нуту? 

а 60. Два тЬла падаютъ съ одной и той же высоты черезь #38 
сек. одно посл другого. Черезь сколько секундъ посаф начала 
паденя второго тАла ихь взаимное разстояще будеть равно 
#—192 фут. у. 24 2 ‘ 

61. На одной вертикали ты на равныхъ разстояшяхъ одна 
ть другой точки 4, В, Си Г. Доказать, что если тВло начи- 
наеть падать изъ точки А, то времена, употребленныя на прохо- 
ждеше равныхъ частей АВ, ВС и СШ, относятся между собой 
какъ 1: (И2--1 (УЗ—И2?). 

а 62. Тьло брошено вертикально вверхъ со скоростью и, =15 ф. 
Поднявшись на высоту 1, =2 футовъ, оно встрётило упругую поверх- 
ность, которая отбросила его назадь съ такой же скоростью, съ 
какой ударилось въ нее тфло. Опредфлить: 1) съ какой скоростью 
ТЬло упало на эту поверхность; 2) найти отношеше всего време- 
ни подъема и падешя тБла въ данномъ случаЪ къ такому же 
времени, но предполагая, что встрча съ поверхностью не про- 
исходить. 

63. Изобразить графически пространство, пройденное тфломъ 
въ 5 секундъ въ равноускоренномъ движен!и, зная, что скорость 
его возросла за это время оть 30 до 75 сантиметр. 

#— 64. Паровозъ, выйдя со станщи, двигался равноускоренно въ 
течени 10 минуть съ ускорешемъ въ 20 м. въ минуту, затВыъ 
двигался равномфрно съ прюбрётенной скоростью въ течени 5 
минуть и наконець въ течеши слфдующихъ 6 минуть шелъ рав- 
номфрно-замедленно до полной остановки. Изобразить графически 
и вычислить все пространство пройденное паровозомъ. 


— 110 — 


3. сложныя движения. 


65. Скорость парохода х, —=20 ф. Опредфлить составную ско- 
рость шара, катящагося по палубЬ со скоростью +, —=15 ф.: а) 
оть кормы къ носу; Ъ) оть носа къ корм%; ©) по кратчайшему 
разстоянйю отъ одного борта до другого. 

66. Два парохода отправляются одновременно изъ одного и 
ого же мфета. Одинъ пароходъ идеть съ запада на востокъ со 
скоростью 12 версть въ часъ, а другой съ юга на сЪверъ со ско- 
ростью 16 верстъь въ часъ. На сколько верстъ будуть расходиться 
въ каждый часъ другь оть друга оба парохода. од 

67. Два пфшехода находятся другь оть друга въ. разстояни 
4—15 м. Скорость перваго==е, метр., а второго=и, метр., при чем 
®, >. Черезъ сколько секундъ путешественники поравняются, 
если они идуть: а) другь другу на встрЪчу; Ъ) по одному на- 
правлению. 

68. Два тЬла, одновременно выйдя изъ одной точки А, дви- 
жутся по сторонамъ угла ВАС со скоростями ,—9 м. и 9, —=40 м. 
Черезь сколько секундъ ихъ взаимное разстояше будеть 
4— 615 м., если уголь ВАС равенъ; а) 90%; Ъ) 60°. 

69. Курьерсый пофздъ въ 75 метр. длиною, двигаясь со ско- 
ростью 95 километровъ въ часъ, встрЬчаеть пассажирскйй поЪздъ 
длиною въ 125 метр., движущся со скоростью 55 километров 
въ часъ. Опредфлить: а) сколько времени будетъ проходить пас- 
сажирсый пофздъ мимо наблюдателя, сидящаго въ курьерскомъ 
пофзд; Ъ) во сколько времени весь курьерскй пофздь пройдеть 
мимо веего пассажирскаго: 27“ ий 

70. Тьло, падающее съ высоты 389 фут., во время падешя 
равномфрно переносится втромъ со скоростью 8 фут. въ горизон- 
тальномъ направленши, На какомъ разстоян и оть вертикали, опу- ° 
щенной изъ начальной точки паденя упадеть это тло на землю? 

71. Точка обладаеть двумя скоростями +, и 0, уголь между 
которыми — 60°. Найти величину и направлене составной ско- 
рости, если у 


4 


8, —=40 м; 50 м; 100 м. 
2, —=60м; 170м; 100м. 
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72. Точка обладаеть двумя равными скоростями ®=30 м., 
уголь между которыми==«. Найти величину и направлеше со- 
ставной скорости, если 

«—90°; 30%; 45°; 60%; 120%; 150°. 


73. Точка обладаетъ тремя скоростями: у, —=20 м.; о, —=15 м.; 
6; =30 м., лежащими въ одной плоскости и образующими. съ го- 
ризонтальной плоскостью соотвфтственно углы въ 30°, 45° и 60°. 
Найти величину и направлене составной скорости. 

74. Точка обладаеть тремя взаимно перпендикулярными ско- 
ростями: и, = 96 м., и, —=28 м. и и, —75 м. Опредфлить величи- 
ну и направлеше составной скорости, 

75. Точка обладаеть тремя скоростями и, =3 м., т, =4 м. и 
0; =6 м. Углы, образуемые тремя взаимно перпендикулярными 
осями ОХ, ОУ и ОЙ съ направлешемъ первой скорости, соотв\утетвен- 
но равны: «, =90%; В, —у,==45°; еъ направленемт, второй скорости: 
@, —=30°; В, —90%; у, —=60%; съ направлешемъ третьей скорости: 
а; — 12°; В, —18%; у, —90°. Опредфаить величину и направлене 
составной скорости. *). 

76. Разложить скорость точки +=40 м. на дв скорости, изъ 
которыхъ одна==30 м. и образуеть съ другой уголь а, если 


&«—=30°; 45% 60% 90%; 120% 150%. 


77. Два пофзда Фдутъ со скоростями +; =30 вереть и #,=50 
версть въ часъ. по направлешямъ, уголь между которыми а. Най- 
ти ихъ относительную скорость, если 


&—30%; 45%; 608; 120%; 150°. 


4. Вращательное круговое движене. 


78. Найти скорость точки на окружности маховика, дфлаю- 
щаго п==30 оборотовь въ минуту, если Даметрь маховика 
4—5 м. Опредфлить также угловую скорость маховика. 115 


*) Можно было бы ограничиться данными только для двуть угловъ (ивир. 
си В), образуемыхъ направлешемъ каждой скорости съ двумя взаимно пер- 
цендикулярными осями, такъ какъ уголь ея съ 3-ьей осью (у) можеть быть 
опредфленъ изъ уравнешя: сз? -{- со5?8 -{- 03% у = 1. 
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79. Найти скорость вращеня земли у экватора, если радусъ 
А— 6000 верстъ. 

80. Рыпить предыдущую задачу въ метрическихъ мфрахъ. 
—^ 81. Во сколько разъ конець минутной стрфлки движется 
быстрЪе конца часовой, если длина первой вдвое болфе длины 
второй. Ч 
-— 82. Скорость на окружности жернова, дфлающаго 100 оборо- 
товъ въ минуту, равна 7,6 м. Опредфлить д1аметрь жернова и 
угловую скорость. [2 

83. Лошадь вращаеть вертикальный валъ при помощи водила. 
Опредёлить число оборотовъ вала въ минуту, если скорость ло- 
шади —= 0,9 м., а длина водила — 4,8 м. 

84. Если наивыгоднЪйшая скорость рёзавшя — 75 миллиметр., то 
сколько оборотовъ долженъ дЪлать шпиндель токарнаго станка при 
обточк& шкива д1аметромь въ 1 метръ, чтобы снять первую стружку? 

85. Во сколько времени можно обточить валъ, д1аметръ кото- 
раго = 0,08 м., а длина=4,5 м., если скорость рфзанья ==100 
миллиметр., а ширина стружки 0,5 миллиметр.? 

86. На горизонтальномъ валу, вращающемся при помощи ру- 
коятки, намотана веревка съ грузомъ. Ражусъь окружности, опи- 
сываемой рукояткой —=40 см., а число оборотовь въ минуту=36. 

Опредьлить скорость на окружности рукоятки, а также ско- 

роеть подъема груза, если Маметрь вала—12 см. 
— 87. Съ кривошипомъ, длина котораго равна х, равномфрно 
вращающимся вмфств съ валомь машины, соединенъ шарнирно 
шатупъ, другой конець котораго движется въ горизонтальныхь 
направляющихъ. Опредвлить: 1) будеть ли равномфрно двигаться 
шатунъ; 2) какой путь и съ какой средней скоростью пройдеть 
конець шатуна при одномъ оборот вала, если скорость конца 
кривошина =4,71 м. 

88. Валъ паровой машины дфлаеть и — 80 оборотовъ въ минуту. 
Длина хода поршня 1—0,75 м. Найти среднюю скорость поршня. 

89. Ходъ поршня. паровой машины 1— 0,5 м.; средняя скорость 
его Г=0,9 м. Найти число оборотовъ вала въ минуту. 

90. Д1аметры двухъ шкивовъ 4, и 4,. Если первый шкивъ дё- 
заеть въ минуту 7, оборотовъ, то сколько оборотовъ въ это же 
время дфлаеть другой шкивъ. Скорости на окружностяхъ обонхъ 
шкивовъ одинаковы. 4, —=84 см.; 4, = 36 см.; п, =18. 


— 173 — 


91. Числа оборотовь двухъ сцфпленныхъ зубчатыхь колесъ 
соотвфтетвенно равны 100 и 150. ДЗламетръ перваго колеса=75 см. 
Найти даметръ второго. 

92. Тфло, находившееся надъ поверхностью земли на высот 
4 фут., брошено горизонтально и упало на землю на разетояни 
400 фут. Съ какой скоростью оно было брошено? 

93. ТЬло, находившееся надъ землей на разстоящи 25 фут., 
брошено горизонтально со скоростью 44 фута. Найти на какомъ 
разстояни твло упадеть на землю и съ какой скоростью. 


5. Основные законы механики. Зависимость между массой, 
силой и ускорешемъ. 


94. Азростать поднимается вертикально вверхъ съ нЪкоторой 
скоростью. Съ корзины его спущен канатъ, на которомъ висить 
якорь. Если перерфзать канат», то какъ будеть двигаться якорь, 
а также аэростать? 

№ 95. Позздь идеть со скоростью 36 километр. въ часъ. Съ 

самаго конца пофзда свободно падаеть грузъ съ высоты 4,9 метра. 
ТдЬ упадеть этоть грузъ? 

96. ЧеловЪкъ, держа въ рукахъ гирю въ 10 фунтовъ, падаетъ 

98 внизъ съ нфкоторой высоты. Опредфлить давлеше гири на его руку 
во время падешя. 

-^ 97. Нфкоторое тфло начинаетъ двигаться подъ вмящемъ по- 
стоянной силы и въ первую секунду проходить 8 футовъ. Найти 
отношен!е отой постоянной силы къ вфсу тла. 9 

98. Подъ дфйстыемъ постоянной силы нфкоторое тЪло прохо- 
дить въ 3 послфдовательныя секунды соотвфтетвенныя простран- 
ства въ 12, 18 и 24 фута. Опредфлить отношен!е постоянной силь 
къ вфеу твла. 

---— 99. Повздь идеть равноускоренно. Въ часъ пополудни ско- 

рость его была 12 килом. въ часъ, а черезъ 10 минутъ она воз- 

расла до 36 килом. въ часъ. Опредфлить скорость поЪззда въ 71/, 

минуть второго часа, а также отношение силы тяги къ вфсу пофзда. 
100. На тло, двигавшееся равномфрно со скоростью 40 фут- 

въ 1”, начала лЪйствовать постоянная сила по направлен про- 
тивоположному движению тфла. Отъ дъйствя этой силы твло, прой- 
дя 20 ф., остановилось. Найти отношене силы къ вфсу твла. 


д 


® 


с 
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101. Тфло, взеомъ въ 50 килогр., приводится въ Движен!е дфй- 
стыемъ постоянной силы. Черезъ 5 секундъ послЪ начала движе- 
ня дфйстве силы прекращается и тЪло проходить въ двф слфдующя 
зат®мъ секунды 19,6 м. Опредфлить величину постоянной силы. 


—^ 102. Какое ускореше сообщить шару въ 100 пудовъ постоян- 


ная сила въ 1 фунтъ? Какое пространство пройдеть этоть шаръ 
въ 1 минуту? 

103. Опредфлить массу куска желтой мфди, объемъ котораго= 
—=35 куб. см. Удфльный вфеъ желтой м$ди — 8,4. 

104. Чугунный шаръ, даметромъ въ 9 см., приводится въ дви- 
жен!о постоянной силой въ 1 килогр. Опредфлить ускореще дви- 
женя и пространство, пройденное шаромъ въ 10 секундь. Уд. 
вфеъ чугуна 7,2. 

105. Тъло, вЪсомъ въ 100 килогр., движется подъ дйствемъ 
постоянной силы въ 36 килогр. Въ течени нфкотораго промежутка 
времени скорость тьла увеличилась съ 3-хъ метр. до 21 метра. 
Найти величину этого промежутка времени. 

106. Какую силу надо приложить къ тёлу вфсомъ въ 400 пуд., 
чтобы черезъ 8 сек. оно прюбрфло скорость въ 14 фут. въ 1". 

107. Тьло, вфсомъ въ 60 пуд., прошло подъ дЪйствемъ постоян- 
ной силы въ 10 секундъ 360 фут. Опредфлить величину силы. 

108. Тьло, вЪсомъ въ 50 клгр., двигалось равномфрно со ско- 
ростью 2 метра въ 1”. Къ нему приложили силу въ 1 клгр. Най- 
ти, какой путь пройдеть это тьло въ слфдующ 10 секундъ, если 
направлеше силы: а) совпадало съ направлешемъ движения; 5) было 
противоположно ему. 

109. Тьло, вЪеомъ въ 2,5 пуда, прюбрётаеть оть постоянной 
силы равной 20 фунтамъ через нЪкоторый промежутокъ времени 
скорость —=3 фута. Найти силу, которая сообщить въ то же время 
скорость, равную 6 фут., тВлу вфеомъ въ 5 пудовъ. 

` 110. Сила въ 1 клгр., дёйствуя на тЬло, движущееся съ 
постоянной скоростью въ 50 м., задерживаеть его движеше и 
черезъ 5 секундъ останавливаеть его. Направлене силы прямо 
противоположно направленю движения. Найти массу этого тфла. 

111. Найти отношене двухъ силь Е; и Е, изъ которыхъ 
первая, дЪйствуя на тфло вфоомъ въ 5 фунтовъ, сообщаеть ему 
ускореше въ 12 футовъ, а вторая, дЪйствуя на тЪло вфсомъ въ 
28 фунтовь, сообщаеть ему ускореше въ 7'/, футовъ. 
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Статина. 


6. Сложеше и разложеше силъ. 
1. Сходящеяся силы. 


112—113. На одну и ту же точку тьла дфйствують силы (въ 
килограммахъ) 
по одному направленю: по прямо-противоположному направленю: 

112. 20; 30; 70; = 10; 45; 15; 30; 2 

&_ 3. 10; 20; 30; 13х 40; 50; 60; 70; 55 
Найти силу 2, если извЪетно, что подъ дЪйстйемь всфхъ прило- 
женныхъ силъ тВло остается въ равновфейи, 

114—116. Силы Ри © дЬйствують на одну и ту же точку 
подъ прямымъ угломъ. Найти ихъ равнодЪйствующую, если 

114. Р—5; 9=12. 116. Р=28; 90—45. 116. Р=39; 9=80. 

117—118. Силы Ри © дВйствуютъь на одну и ту же точку 
‘подъь прямымъ угломъ. Найти ихъ равнодфйствующую Ё и углы 
(Р, В) и (©, ЕВ), если . 

1. РЕБ; О-В УЗ: 118. РЕ 09—10. 

119—124. ДвЪ равныя силы, по 10 пуд. каждая, дЪйствуютъ 
на точку подъ угломъ ©. Найти ихъ равнодЪйствующую, если & 
равно 

119. 30°. 120. 45°. 121. 60°. 122. 90°. 123. 120°. 124. 150°, 

125—128. Въ центр правильнаго #-угольника приложено и—1 
равныхь силь по Р клгр., направленныхь къ его вершинамъ. 
Найти равнодйствующую, если 

125. и=3. 126. п—4. 127. н—=5.- 128 в=®: 

: 129—131. Разложить силу Й—100 килогр. на 2 равныя силы, 
если каждая изъ нихъ составляеть съ силой В уголъ я, равный 

129. 30°. 130. 45°. 131. 60’. 

132—136. ДвЪ силы въ 36 и 48 килогр. дЪйствуютъ на точку 
подъ угломъ с. Найти ихъ равнодфйствующую, если а равно 

132. 0°. 133. 90° 134. 180°. 135, 60°. 136. 120°. 
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137. Три равныя силы, лежащ!я въ одной плоскости, дфйствують 
на одну точку. Одна изъ силъ составляеть съ каждой изъ осталь- 
ныхъ уголъ 120%. Найти равнодфйствующую этихъ трехъ силъ. 

138. Показать, что равнодЪйствующая силъ въ 7 и 14 клгр., 
дЬйствующихь одна къ другой подъ угломъ въ 120°, равна равно- 
дЪйствующей двухъ равныхъ силъ по 7 кагр., дВйствующихъ подъ. 
угломъ въ 60°. 

139. На точку дЬйствують три силы въ 5, 7 и 13 клгр. Мо- 

жеть ли точка остаться въ равновфаи подъ дЪйетмемь этихь 
силъ, какъ бы онф ни были приложены? 
-^ 140. Разложить данную вертикальную силу въ 10 клгр. на 
двЪ слагаюния, изъ которыхъ одна была бы горизонтальна, а дру- 
тая наклонена къ вертикали подъ угломъ въ 45°. Опредфлить гра- 
фически и аналитически эти силы, 

141. Разложить силу въ 15 клгр. на дв» взаимно-перпенди- 
кулярныя силы, величины которыхъ относились бы какъ 3:4. 

^ 142, Разложить силу въ 100 клгр. на двф силы, изъ которых 
одна бы вдвое болфе данной силы, а другая составляла бы еъ дан- 
ной силой прямой уголъ. 

143. Вообразимъ параллелограммъ, прилежация стороны кото- 
раго АВ и АС, а дагональ АД. Раздёлимь сторону АВ попо- 
ламъ въ точкё Е. Показать, что равнодЪйствующая двухъ сидъ, 
представляемыхъ отрфзками АВ и АС, вдвое болфе равнодфйствую- 
щей двухъ силъ, представляемыхь отрфзками АЁ и АС. 

144. Сила въ 6 клгр., направленная внизь подъ угломъ вь 
45° къ горизонту, приложена къ тфлу, лежащему на гладкой го- 
ризонтальной плоскости. Опредфлить графически и аналитически 
горизонтальную силу, достаточную, чтобы удержать т®ло въ покоф. 

__— 7 146. Къ вершин А квадрата АВС) приложены силы, пред- 
—^  ставляемыя прямыми АВ, АС и АХ. Найти ихъ равнод®йствую- 

Щую, 224: 

146. Къ сторонамъ квадрата 4ВСЛ приложены силы, дфйству- 
юнИя; первая въ 10 клгр. по направленю оть Ш къ 4; вторая 
въ 10 клгр. по направленно оть В къ С’ и третья въ 20 клгр. 
по направленю оть А къ В. Найти равнодЪйствующую этихъ 
3-хъ силъ. 

147. Три равныя веревки связаны въ узель; двё изъ нихъ 
привязаны къ гвоздямъ, вбитымъ на одинаковой высотЬ, а КЪ 
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третьей подвфшенъ грузь Р=10 клер. ОпредЪфлить графическя и 
аналитически силы, стремящяея вырвать гвозди, если уголь между 
двумя первыми веревками =60°. 
—148. Грузъ въ 24 клгр. подвфшенъ на двухъ тягахъ, изъ ко 
’ торыжъ одна горизонтальная, а другая наклонена къ горизонтали 
подъ угломъ въ 135°. Опредфлить аналитически и графически на- 
тяжен!е каждой тяги. 

149. Когда барку тянуть по рёкф канатомъ (бичевой) посред- 
ствомъ силы людей или лошадей, то обыкновенно канатъь иметь 
значительную длину. Почему не употребляють въ этомъ случа 
короткаго каната? Какой канатъ слфдуетъ употреблять, если барка 
движется силой буксирнаго парохода? 

150. Найти равнодёйствующую трехъ взаимно перпендикуляр- 
ныхь силь, равныхъ 3 п., 4 п. и 12 п. 

151. Окружность раздфлена на нфсколько равныхъ частей; къ 

‚ центру ея приложены равныя силы, направленныя по радусамъ, 
идущимь къ точкамъ дьлен!я. Найти ихъ равнод\йствующую, 

-1652. Въ окружности проведень даметрь АВ и двЪ равныя 
хорлы ОД и ЕЁ, перпендикулярныя къ дламетру. Опредёлить 
равнодфйствующую силь АС, АЕ, АЁ и АП. 

153. Къ вершинЪ А правильнаго 6-к5а АВОШЕЕ приложены 

_— Эсиль: АВ, АС, АХ, АЕ, АЕ. Найти равнодЪйствующую этихъ силъ. 

154. Основаше ВС треугольника АВО раздвлено въ точкахь 
Ри Е на 3 чаети. Опредфлить равнодЪйствующую силь АВ, АЛ, 
АЕи АС, зная, что медана основан = т. 

155. Кь точкь О пересфчешя трехъ медань Д-ка АВС при- 

к” ложены три силы ОЛ, ОВи ОС. Найти ихъ равнодЪйетвующую. 

156. Соединимъ точку О, взятую въ плоскости Д-ка АВО съ 
вершинами его .41, Ви С, а также съ серединами №, №, Р ею 
сторонъ. Показать графически, что равнодфйствующая силь Ол, 
ОВ и ОС равна равнодЪйствующей силь ОМ, ОМи ОР. 


|. Параллельныя силы. 


__— 157. Кь бруску, лежащему на двухъ опорахъ, подвфшенъ грузъ 
_ Е 
въ 18 клгр. на разстояни 40 см. оть одной изъ опоръ. Найти 
давлене отъ груза на каждую изъ опоръ, если разстояше между 
опорами —= 120 см. * 


& 12 
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158. Къ бруску, лежащему на двухъ опорахъ, подвЪфшенъ грузъ 
Р==12 клгр. на разстоянйи 4 — 0,4 м. оть середины его, Опредфлить 
давлеше на опоры, принявъ во внимаше вфеъ самого бруска, зная, что 
длина его `1, =4 м., а вфсъ на одинъ погонный метръ р==3 клгр. 

159. Къ бруску, лежащему Ма двухъ опорахь А и В подв\- 
шены два груза, одниъ въ 40 калгр. въ точкф С, а другой въ 56 
клгр. въ точкф Д. Дано, что АС: ВО=3:2 и АД: Вд=5:2. 
Опредфаить давлеше на каждую опору. 

160. На прямую АВ дЬйствуютъ двф параллельныя силы Ри © 
въ одну сторону. Опредфаить длину АВ, если извфетно, что точка 
приложеня равнодфйствующей находится на разетоящи а оть 
силы Р. а—=12 см.; Р=1Т кагр.; ©=3 кр. 

161. Три параллельныя силы въ 4, 6 и 10 клгр. дЪйствуютъ на 
тЪло въ одиу сторону вь точкахь А, В и С, лежащихъ на одной 
прямой. Найти ихъ равнодЪйствующую и ея точку приложены. 
если АВ —=20 см., а ВС— 10 см. 

^ 162. На вершины квадрата АВСЛ) дЬйствуютъ 4 параллель- 


ных силы: дв силы по 1 клгр. приложены къ вершинамь Аи С 


и дв силы по 2 клгр. приложены къ вершинамь В и Ш. Найти 
равнодЪйствующую веБхъ силъь п ея точку приложеня. 
—^ 163. Къ концамъ бруска подвёшены трузы въ 10 и 20 клгр. 


т Вфеъ бруска=10 клгр. Гд надо помфетить точку опоры, чтобы 


произошло равновфс!е? 

— 164. Къ тремъ точкамь 4, В и С, лежащимъь на одной пря- 
мой, приложены силы въ 1, 4 и7 кагр. ИзвЪетно, что АВ == 
— ВС=и что сила въ 7 кагр. направлена въ сторону противо- 
положную двумъ другимъ силамъ. Найти величину, направлен и 
точку О приложешя равнодЪйствующей. 

165. Стержень АВ, вЪсомъ въ 10 клгр., находится въ равно- 
зъеш, когда точка опоры удалена оть А на 8 децим. Опредфлить, 
тдВ должна находиться точка опоры, если къ А будегь подв\.- 
шенъ грузъ въ 6 кагр. 

166. Къ концу цилиндрическаго стержня длиною въ 0,6 м. 
подвфшенъ грузъ въ 10 клгр. Отержень свободно качается около 
точки, разстояше которой оть нагруженнаго конца == 5 см. Найти 
вфеъ стержня. * 

167. Къ двумъ вершинамъ треугольника привышены два рав- 
ные груза по Р клгр., а къ третьей вершинЪ грузъ въ 2Р клгр. 


+— 
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Опредфлить величину иточку приложеншя равнодЪйствующей этихъ 
трехъ грузовъ. 

168. Къ вершинамъ квадрата“ подвфшены 4 груза, величины 
которыхъ относятся какъ 2:3:4:5. Опредълить равнодЪйствую- 
щую и ел точку приложеня. 

169. По сторонамъ квадрата АВСГ дЬйствуютъ 4 силы: отъ 
А къ В сила въ 3 фунта, оть В къ С сила въ 4 ф., оть Ш къ 
С сила въ 6 ф. и оть А къ Г) сиза въ 5 ф. Найти величину п 
направлене равнодфйствующей этихъ силъ. 

170. По двумъ противоположнымьъ сторонамъ параллелограмма 
и по дагонали его дЪйствуютъ силы, равныя длинамъ этихъ лин. 
Найти точку приложешя и величину равнодЪйствующей. 


7. Пары силъ. Моменты силъ. 


— 17. Вь одной плоскости дфйствують 5 паръ силъ, Направле- 
не вращеня трехъь паръ (2, 2); (5, 5); (15, 15) кагр. съ соот- 
° вфтетвенными плечами 7,5; 4; 2 см. совиадаеть съ направлешемт 
движеня часовой стрфаки, а направлеше двухъ остальныхь паръ 
(35, 35) и (12, 12) съ плечами 2 и 5 противоположно направле- 
но первыхъ трехъ. Найти моментъ равнодЪйствующей пары по 
величин и направлено, а также величины ея силъ, если плечо 
в ==5 ем. 

172. Силы двухъ паръ (Р. Р) и (©, ©), направлены по сто- 
ронамъ параллелограмма А В СЛ и равны имъ. Найти моментъ равно- 
дъйствующей пары, если 00 пары дЪйствуютъ: а) въ одну сторону; 
Ъ) въ разныя стороны. Утолъ (Р, 9) =. 

173—175. Найти моментъ пары равнодъйствующей двухъ паръ, 
лежащихь во взаимно пернендакулярныхь илоскостяхъ, если у 
слагающихь паръ 


плечи (въ см.) силы (въ клгр.) 
173. 2 из 4и5 
174. 4из 5и7 
175. Ти 4 и 9. 


176. Пару (25. 25) клгр. съ плечомъ 5 см. разложить на двё 
равных пары, лежашя въ илоскостяхъ, образующихъ съ плоско- 
стью равнодфйствующей пары углы: 

30°; 45°; 60°. 
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177. На вершины Л-ка АВС дЬйствують параллельныя силы 
пропорщюнальныя длинамъ противоположныхъ сторонъ. Опред$- 
дить разетояше центра этихъ силъ оть стороны ВС а, всли 
извфетны стороны а, Вбиси утоль С. 


8. Центры тяжести. 


178. Оть треугольника отрзана четвертая часть (и-ая часть) 
прямою, параллельной одной изъ его сторонъ. Найти центръ тя- 
жести оставшейся части, 

179. Два равнобедренныхъ треугольника, высоты которыхъ /\ и 
},, имфють общее основаше. Найти разстояве отъ основашя 
центра тяжести площади, заключенной между сторонами треуголь- 
никовъ, если они расположены: а) по одну сторону основаня; Ъ) по 
06% стороны, 

180. Показать, что прямая, соединяющая центры тяжести двухъ 
Д-ковъ, ичфющихь общее основаве, параллельна прямой, соеди- 
няющей ихъ вершины. 

181. Оть квадрата отрёзанъ треугольникъ прямою, соединяю- 
щей середины смежныхъ сторонъ. Найти центръ тяжести остав- 
шейся части. 

182. Найти центръ тяжести однороднаго круглаго диска рад! 
уса Л, изъ котораго вырзанъ другой диекъ, описанный на ра- 
д1усВ перваго, какъ на даметрь. 


__—^ 183. Найти центрь тяжести правильнаго б-ка, изъ котораго. 


вырфзанъ ромбъ прямыми, проведенными изъ центра къ двумъ 
несмежнымь вершинамъ. Сторона 6-ка — а. 

—— 184. Найти центръ тяжести квадрата, изъ котораго вырфзанъ, 
треугольникъ прямыми, проведенными изъ его центра къ двумъ 
смежнымъ вершинамъ. Сторона квадрата = а. 

185. Найти центръ тяжести половины периметра правильнаго- 
б-ка, сторона котораго = а. 

186. На сторонахъ прямоугольнаго равнобедреннаго Д-ка, 
гипотенуза котораго =, построены квадраты. Найти центръ тя- 
жести полученной фигуры. 

187. Найти центръ тяжести прямоугольной трапецш, основаня 
которой а и В, а высота й, при чемь а>5. 

188. Найти центръ тяжести тавроваго сЪчен!я, полная высота. 
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котораго й—11/,а; длина верхней полочки ==и, а ширина каж;- 
дой полочки = Ч. 

189. Опредфлить центръ тяжести 4-ка АВС), если АВА, 
а ВО—= СО. 


-^ 190. Однородный стержень согнутъ подъ прямымъ угломъ такт, 


что одна часть его (1) вдвое длиннЪфе другой. Опредфлить центръ 
тяжести этого стержня. 

191. Къ вершинамъ и серединамъ сторонъ треугольной тяже- 
лой доски прикрфилены равные грузы. Опредфлить центръ тяже- 
<ти всей системы. 

192. Къвершинф А однородной доски, имфющей форму равносто- 
ронняго треугольника АВ (", прикрфиленъ грузъ, равный вфоу доски, 
притомъ такъ, что центръ тяжести его совпадаеть съ вершиной. 
Показать графически положен! равнов\ейя доски, если её под- 
вфсить къ веревкЪ, укрфиленной въ еередин® стороны АВ, 

193. Найти центръ тяжести половины кругового кольца, ра- 
дусы котораго ги ,. 

194. Два мёдныхъ цилиндра спаяны тазъ, что оси ихъ обра- 
зують одну прямую. Высоты цилиндровь 9 и 6 дюйм., а да- 
метры основашя соотвфтственно —= 3 и 2 дюйма. Опредфлить центръ 
тяжести всей системы. 

195. Цилиндрическй сосудъ, глубина котораго —=6 дюйм., а 
вЪоъ —4 фунта, выфщаетъ 2 фунта воды. Когда сосудь пуетой, 
то центръ тяжести его отстоитъ отъ верха на 3,39 дюйма. Опре- 
дьлить разстояне центра тяжести сосуда, когда онъ наполненъ 
водой. 

196. Найти центрь тяжести полаго полушара, внутреннй 
радусъ котораго = В, а толщина стфнокъ =. 

197. Найти центръь тяжести пирамиды, отъ которой отсфчена 
плоскостью параллельной основано другая пирамида, если высота 
первой пирамиды —= Н, а второй == й. 


9. Равновфе!е силъ. 


—— 198. Къ свободному невЪеомому тфлу въ произвольно взятыхъ 


точках его А, Ви С приложены три силы. по величин® и на- 
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. 
правлен!ю равныя (или пропорщюональныя) тремъь меданамъ тре- 
угольника АВС. Доказать, что подъ дъйстНемъ этихъ силь тфло 
останется въ равновфеи. 

199. `Доказать, что если къ этому тЪлу (ем. задачу 198) прило- 
жены въ точкахь А, Ви С’`три силы, равныя (или пропорщо- 
нальныя) тремъ высотамъ треугольника АВС, то тфло останется 
въ равновфс1и только въ томъ случа, если треугольникъ АВС— 
‘равносторонийй. 

200. Доказать, что если къ этому тЬлу въ точкахь 4, ВиС 
приложены три силы, по направлено совпадающия съ тремя вы- 
сотами Д-ка АВС, а по величинь равныя (или пропорщюналь- 
ныя) тремъ соотвфтствеинымь основанямъ его, то такое тфло 
останется въ равновзен. 

201. Къ концамъ горизонтальнаго круглаго стержня АВ, дли- 
ною /=10 фут., приложены двф силы по Ё=30 фунтовъ; сила, 
приложенная къ точкЪ В, направлена по длинф стержня, а сила, 
приложенная въ точкЪ А, направлена вертикально внизъ. Веъ 
стержня Р = 10 фунтовъ. Опредфлить графически и аналитически: 
1) равнод®йствующую силу по величин и направлен!ю, а также 
моменть равнодЪйствующей пары, къ которымъ приводятся вов 
силы, дЬйствующя на стержень, если за центръ приведешя при- 
нять центръ тяжести стержня; 2) величину, направлеше и точку 
приложеня силы, уравновфшивающей данную систему силъ. 

_— 202. На концахъ невфсомаго однороднаго стержня, длина кото. 
раго 2=60 см. дЪИствують двф равныя силы по Р=12 клгр, 
Силы эти лежать въ параллельныхъ плоскостяхъ ‘и, будучи пере- 
несены параллельно самимь себф въ одну точку. образують 
между собою прямой уголъ, Опредфаить: 1) равнодЪйствующую 
силу и моменть равнодЪйствующей пары, если за цеитръ приве- 
ден!я принять середину стержня; 2) при какихъ условяхъ воз- 
можно сохранить равновфе1е стержня. 

203. Кубъ стоитъ на горизонтальной плоскости. Черезъ одну 
изъ вершинъ его нижняго основа я О проведены три оси коорди- 
нать ОХ, ОУ и 0, совпадающия съ ребрами куба. Положимъ, что, 
къ двумъ вершинамъ куба, примыкающимъ къ верхнему ребру 
его, параллельному оси ОХ, приложено по одной сил Р такъ, 
что направлеше одной силы параллельно осн ОУ, а направлеше 
другой параллельно оси ( (т.-е. силы эти направлены по с0- 


ь 
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отвфтетвующимь ребрамъ куба). Опредфлить по величинф и на 
правленю равнодЪйствующую силу и моменть равнодфйствующей 
пары, если за центръ приведемя принять центръ тяжести куба. 

204. Какой уравновфшивающ грузъ надо подвесить къ 
концу А призматическаго рычага АВ, свободно вращающагося 
около своего другого конца В, вели вфсъ рычага=Р, и верти- 
кально вверхъ на него дЬйствуеть сила 2,5 Р, приложениая отъ 
кониа В на одной четверти длины рычага. 

205. Балка лежить горизонтально на 2-хъ опорахъ. Къ ней 
приложены грузы №, —=12 пуд., К, =15 п. и № =16 и. на со- 
отвфтетвующихь разстояшяхъ, считая отъ одного конца: /; =5 ф., 
1, =10 ф. и 11 =15 ф. Найти давлеше на каждую опору: 
1) не принимая во виимане вфса самой балки; 2) считая, что 
вфсъ балки РЕ=ё пуда. 

206. Точка вращешя рычага ЛОВ, согнутаго подъ прямымъ 

угломъ, находится въ С. Плечи АСи ВС’ соотвфиственио равны 
4—=10 и 6—7 см., при чемъ плечо АС’ вертикально. Горизон- 
тальная сила Р=2,1 клгр, приложенная къ точкЪ А, уравно- 
въшивается вертикальной силой, приложенной въ точкф В. Найти 
эту послфдиюю , силу, а также давлеше, производимое на точку 
опоры. в, 
—^ 207. Балка АВ, длиною 1=10 фут. и в5сомь Р=24 фунта, 
наклонена къ горизонту, при чемъ концомъ А она упирается въ 
основаше стфны, а другой конець ея В удерживается горизон- 
тально натянутой веревкой, укрёпленной въ стьнф на высот 
1—8 фут. Опредвлить натяжене Р веревки и давлеше В 
копца А. 27, 

208. Къ концу В балки АВ, свободно вращающейся около 
своего другого конца А, шарнирно укрфиленнаго въ стфн\, под- 
зЪшенъ грузъь ©, равный вЪфеу самой балки. Балка удерживается 
въ равновфеи веревкой, перпендикулярной къ 4В и привязанной 
къ ея середин$. Уголь, составляемый балкой съ, горизонтомт, —30°. 
Найти натяжене №’ веревки и давлеше № стны на конець -1 по 
величинЪ и направлено. 

209. Брусокъ, длина котораго —=1, а вфсъ =Р, опирается 
коицомъ 4 на горизонтальную плоскость, а концомь В на ствну, 
наклоненную вправо оть вертикали и образующую съ горизон- 
томъ уголь въ 60°. Найти, какую горизонтальную снау Ё надо 


—` 8 — 
приложить кь точкф 4, чтобы брусокъ остался въ равновфаи, а 
также сопротивлештя Ё и И’ въ опорныхъ точкахь Ди В. Уголь 
наклона бруска къ горизонту = 30°. 

210. Невфсомый брусокь АВ, длина котораго {==10 фут., 
опирается концомь А на вертикальную, а концомъ В на гори- 
зонтальную плоскость. На разстояши а оть конца В къ нему 
подвфшенъ грузъ Р=4 фунт. Брусокъ расположенъ въ плоскости, 
перпендикулярной къ прямой пересфченя опорныхъ плоскостей и 
составляеть съ горизонтомъ уголь &. Опредфлить горизонтальную 
силу 5, которую необходимо приложить, чтобы удержать брусокъ 
въ равновъеш, а также сопротивлешя А и Д’ опоръ въ точкахь 
Аи В. 
45°; 60° 
5$. 84. 

211. Брусокъ АВ, длина котораго = 1, а взеъ = Р, опирается, 
какъ въ предыдущей задачь, концами А и В на вертикальную‘ и 
горизонтальную плоскости. Онъ удерживается отъ скольжевшя на- 
тяжешемь веревки, привязанной однимъ концомь къ бруску, а 
другимъ концомъ укрфиленной въ ребрЪ опорныхъ плоскостей. 
Брусокъ и натянутая веревка расположены въ плоскости, перпен- 
дикулярной къ этому ребру, и составляютъ съ горизонтомъ углы 
я и В. Опредфлить натяжеше Р веревки, а также сопротивленя 
Ви Е’ опоръ въ точкахъь Ди В. 

&«—45% В—=15°; &«—60% В=30°. 

212. Можетъ ли этоть брусокъ удерживаться въ равновфси 
натяжешемъ веревки, если она привязана къ его середин%? 

213. Два неравные бруска ЛВ и ВС, вЪеомъ которыхъ можно 
пренебречь, соединены шарниромъ въ точкф В, а концами Аи (7 
задфланы въ горизонтальную плоскость. Бруски расположены въ 
вертикальной плоскости и составляютъ съ горизонтом углы аи 4. 
Кь вершин В прив®шенъ грузь Р=10 пул. Опредвлить гори- 
зонтальные распоры Аи 5, и вертикальныя давлешя @и ©), 
производимыя каждымъ брускомъ. 

а—=30% 45% 60% 90% 
8—60% ° 455 60% — 30% 

214. Опредвлить моментьъ устойчивости кирпичной стёны тра. 

пецоидальнаго сфчев я (см. фиг. 100) при вращеши ея около 
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ребра, проходящаго черезъ: а) точку 1); Ь) точку А, если верх- 
нее основаше = 6, нижнее основаше — а, высота =, длина 
стёны = 1. Удфльный взеъ кирпича = 9. 

Примтръ. $=0,6 м.; В=1,2 м.; =1.5 м4 1—2 м.; 6=2. 

215. Опредфлить коэффищенть устойчивости погоннаго метра 
прямоугольной стВны изъ кирпича, высота которой==й, а тол- 
щана — $, если на стфну дфйствуеть давлеше вфтра въ 7) тоннъ 
на квадр. метръ. 

Примтръ. = м.; 6=0,5 м.; р=0,2; 9—2. 

216. Опредблить, во сколько разъ увеличится коэффищенть 
устойчивости этой стфны, если сзади къ ней по всей длин при- 
строить стфнку (контръ-фореъ), профильное сфчене которой пред- 
ставляеть прямоугольный треугольникъ, съ высотой (прилегающей 


къ главной сти) = - и основан!емъ — в. 


217. Опредфаить коэффищенть устойчивости кирпичной дымо- 
вой трубы, представляющей усфченный конусъ, высота котораго =, 
радуеы нижняго и верхняго основан равны Й и у, а дымоходь 
представляеть цилиндръ, радуса = р. Трубу стремится опрокинуть 
давлеше вфтра въ р тоннъ на кв. метръ площади, представляющей 
проекцио наружной поверхности трубы на плоскость, периенди- 
кулярную направлению вЪфтра. Велёдстве скольжен!я воздушнаго 
потока по поверхности трубы, давлеше вфтра слфдуеть уменьшить, 
умноживъ его на эмпирическй коэффищенть = 0,57. 


Отвьты и решешя. 


1. 162 километра. 2. 1998 м. 3. +, 


:9,=15:14. 4.1.5. 


Г [2 и Е А р 
Бах ВЫ ф тех ВИ а м 
9 346 в. 9. 2 аль м.; 900 м 10. 0,04 ф. 


—и 
11.40 м. 12. 60м. 13 н ф. 14.01 м. 15.20 сек, 16. 200м. 
17. 150 ф.; 48. 18. а=20 м.; в—200 м. 19.40 сек. 


20. 195 м. 21. о=8-мд в=120 м. 22. а= че м.; 3750 м.; 


5=25 м. 23. 120 м. 24. —91/, ем. 26. 12,5 в. 26. 100 ем. 
м. 28.30 ф. 293—516 ф.; "— 116 ф. 30. а) 49 м.; 
"—=136 ф. 33. 400 ф.; 

ф. 36.2 =240; (=2. 
. 38/„ фут. 39. 91), сек. 


27. — 


Ъ) 53 м. 31. 62,5 м. 32. 
176 ф, 34. 17,3 м. 55. (= 
37. 4. сек.; з=1 
40. 6960 м.; /=34*/, сек. 44. 1,5 9. 45. 196 ф.; Т сек. 
46. 6250 м. в, сек. 47. 420 м.; 853), сек. 48.200 фл; 2,5 сек. 


49. и ав ф. 50. 4,5 сек. 51. ‚= 96 ф.; й =144 ф. 


: 
52. 758,5 ф. 53. а= о —12600 м. 54. а) 256 ф. 5) Назовемь 


глубину колодца черезъ х. Время наблюденя, т.-е. 4 секунды, 


22 


; 2х 
состоить изъ времени падешя кама у" и времени 


4 


распространеня звука 10. Поэтому у Е +но= 4, откуда 
2 == 232 ф. (приблиз.). 55. 32 ф. 66, в=5м.; 5=50 м.; 


{|—=7,5 сек; а=— 0,5 м. 57.5 сек.; 1004. 58. Черезъ 1 сек. 
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59. 39,2. 60. = ^^ ==, сек. 62. Если бы тьло не встр$- 
Ю 


р. 
тилось съ пластинкой, то оно поднялось бы на высоту =. = 


__ 225 
64° ф. и время его полнаго подъема и обратнаго падешя 


2%, _ 30 
} 9 32 
о пластинку опредфлится по формул 


Г — 0,94 сек. Скорость тфла въ моменть удара его 


вв — = (1 225 —2)= 9 Г 


Время, въ которое т№ло долетить до пластинки, опредфлитея изъ, 


$ В, 
уравнешя +, = 0, — 91, , откуда &, == и $ 9 32 вы —= 0,16 сок. 


По условйю задачи тфло будеть обратно падать съ тою же ско- 
ростью %,, съ какой оно ударилось о пластинку, т.-е, время па- 
дешя будеть равно 0,16 сек., а полное время подъема и иаденя 

0,32 


1 
7 == \/, (прибли- 


{1 —0,16.2=0,32. Искомое отношеше 
зительно). 
Г . *) 4) 4 4 
65. а) 35 ф.; 5) —54:; с) 25$. 66. 20в. 67. аты} и: 
68. 15 сек; 17 сек. (прибл.). 69.2) Зсек; 5) 4,8 сек. 70.284.“ сб 
71. 1) 87,2. м.; 3) 173,2 м. 72 осо 1) 42,5; 5) 30. 


73. 63,3 м.; «==47%°16'. 74. У=125 м; Д (Ул) =39°49,1; 
Д(Р, в) = 17783,55 Д(Укд=Е5з,Т,. 16. УЕЕ10,2; / (Урду 
= 8841; ИР 40"; И (Т,в) == 6898, 

77. 10/34 — З0 сова. 78.71.85 м. 81.24. 82.145 м, 83. 1,8 
87. 4 2—3 м. 88. а м. 89. ва. 90. Ч Е: 
=42. 91. 50см, 92.3004. 93.5— 554. == Ию ол =59,5 ф. 

94. Якорь сперва будетъ подниматься равномфрно-замедленно 


съ начальной скоростью *, р въ моменть перерфзашя ка- 
к 


ната. Поднявшись на высоту № == 3 якорь будеть падать. 


95. Тоже у конца пофзда, Почему? 96. 0. Почему? 97. 1. 
98. */в. 99. 30 килом. въ часъ; /„. 100. 1'/. 101. 10 кар. 
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102. а= 1/1.; 9.3 3—14,4 ф. 105. 5,1 сек. 106. 217), пуд. 
107. 13,5 п. 109.2 п. 110. 0,1. 111. 2:7. 


112. 25, 113. 20. 114. 13. 116. 53. 116. 89. 117. 10; 
(ФВ = 60°. 118. 1072; Д(Р,В= (9, В = 45°. 
121. 10/3=17,3. 122. 10/2 =14л. 

123.10. 127. 4Рс0з36* соз72°, 128. Р. 139. НЬть. Почему? 
140. 10; 102—141. 141.12; 9 142.200; 173. 144. 32. 
145. 2АС. 146. 20. 147. 5,8. 148. Горизонтальная тяга сжи- 
мается силой = 24 клгр., а наклонная растягивается силой — 
—24У2==33,8 клгр. 150.13. 152.248. 153.3АД. 154.4». 


156.0, 157, 12 иб кар. 158. + т 18а: 


+= 2108 кагр. 159. 32 и 64 кагр. 


160. ЕЯ и 9. —40 см. 161.20 клгр.; на 21 ем. отъ точки А. 


162. 6 = 163. На */, длины бруска, считая отъ точки при- 
крьпленя груза въ 20 клгр. 164. Й=2 кар; С0==34. 
165. Въ 5 децим. оть точки А. 166. 2 клгр. — 167. Равно- 
дьйствующая В = 4 кагр. приложена въ середин® меданы сто- 
роны, противоположной 3-ьей вершинф. 168. Точка приложен!я 
равнодфйствующей вефхъ силъ двлить пополамъ разстояню между 
точками приложен!я равнодфйствующей 1-ой и 4-ой силь и равно- 
дьйствующей 2-ой и 3-ой силъ. 170. Равнодьйствующая равна 
по величин® другой дагонали и приложена въ точкЪ пересфчешя 
дагоналей, 171. (+ — — 65 клгр.-сметр ; 13 клгр. 172. 2Р 0зто: 0. 
173. @==17 клгр.- 174. @(=29 клгр.-ем. 175. 53 клгр.-см. 
176. 1) 72,2 кагр.-ем.; 2) 88,6 клгр.-см. 3) 125 клгр.-ем. 


абзшС г ды, 
177. вре: 178. На разстоянш оть цЪфлой стороны = 
оон онцакотулу 9 В 
= (1 яр #)= 9 р. 179. а а моарев 182. На 


\& части радруса. — 183. На разстояши = 1 оть центра б-ка. 


185 бе 908: 187. Разстояще центра тяжести оть стороны, 


аа 
# в. 400(— 


2. 2 а 
перпендикулярной къ основашимъ, равно ны 189. На 


З(а--ь) ` 


середин\ магонали 4С. 190. Координаты центра тяжести; С, ив’ 


191. Совпадаеть съ центромъ тяжести треугольника. 192. Пусть 0 
середина ДС, глЪ С центръь тяжести Д-ка АВС. Направяеше 
веревки пройдеть черезь Г пернендикулярно къ сторон® АС, 
193. ре ат 194. Въ точкф встрёчи осей 

$ о же-я) ^ $ р ; 


ре __ зав вве-- аве" + 3) 
195. На 3,26 дюйма. 196. 06 = —- зав 


197. Пусть 2х, разстояще искомаго центра тяжести оть нижняго, 


а м, — оть верхняго основаня усфченной пирамиды. Тогда я = 
_ Неань- 9 ы 
— Иан ЗН?" 
В Зе 

2, Б-ЗУВЬ-ЗВ 
тельно трехъ точекъ. 201.1) — 50 ф. направлена подъ углому 
53°8' къ стержню; С == 150 фунто-фут.; 2) Сила въ 50 ф., параллель- 
ная В и приложениая въ точкь М стержня, при чемь АМ = 11/, ф. 


202: В=Ру2-==16,9 клгр.; в=бут= 507,6 -калгр.- ем. 


Если высоты замфиить основаниями В и, 


198. См. теорему моментовъ относи- 


203. Равнод. сила К = РИ? и ось равнод. пары в ИВ 


образуютъ съ осями одинаковые углы въ 90°, 45° и 45°, откуда 
слфдуеть, что совокупность ихъ образуеть динаму или силовой 
Р 
8: 
чахъ рекомендуется находить давлешя на опоры по уравненямь 
моментов силъ относительно опоръ, считая хром приложенных 
силь еще и противодЪйстня В и В' опоръ. Написавъ одно урав- 
неше моментовъ для опоры 4, а другое для опоры В, легко най- 
демь Ки И’. 206. 3 клгр. 207. Натяжене веревки ==9 фунт. 
208. Такъ какъ всф данныя и искомыя силы лежать въ одной 
плоскости, т0 проведемъ въ этой плоскости изъ точки А, какъ 
_ изъ начала, двЪ взаимно-перпендикулярныя оси, горизонтальную 
х и вертикальную, и напишемъ два уравнен!я суммы проекщй силъ 


винт. 204. 205. 18,75 п.; 24,25 п. Въ подобныхъ зада- 


и 


| 
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на каждую изъ нихъ, а также уравнен!е моментовъ относительно 
точки А, при чемъ уголъ неизвфстной силы № съ горизонтальною 
осью назовемъ черезъ «, а длину бруска черозь /. Итакъ имфемъ: 
№ 05а — [соз 60° ==0, .. (1); соз30° — №зша — 20==0. .. (2); 
© 1с08 30° 1/, ©1608 30° —1/, РР=0... (3). Изъ урчя (3) 


ЗИЗ 
подучимъ, что Ё = =. „ ВставивЪъ это значене въ (1) и (2), 


найдемъ: №ша = ы ` Уи и: 9 . Возведя об части 
70* 


вь квадрать и сложивъ, будем имфть, что жа или №М= 


0: 7 и ® 
= и 7. Подетавивъ это значеше въ ур-1е №Мзша— „ полу- 


чимь, что ша == у откуда «а=10°54’. 209. Проведя изъ 
точки А горизоптальную и вертикальную оси, напишемъ три ур-я 
равновфея (Ё и А’ перпендикулярны къ опорнымъ илоскостямъ): 
Г 'с0330°—0; 1'зш30°-- Й — Р=0; РГ воззо*— Иво. 


Рьышивъ уравненя, найдемъ, что Р= а Р уз; В= Е Р; = Е 


210. 5=В= РУ сова; В==Р. 211. Уравиешя равновфея: 
— Реозв ==0 ...(1); "_Р— Вий =0 ... (2); 


: сова -+- Юте — Юоз«=0 . . . (3). 

Изь (1) находимь Е= о . Подетавимъ это аначеше въ (2): 

В'=Р-- В апбВ. Подставивь значеше /' въ (3), получимъ посл 
Рев« __ __ Р608 4.608 В авы 

25а — соза\алЕй)  28Иица —)* 

легко находимъ, что Ё== зироа - и Е = Рим) а 


212. Нёть. Почему? 213. Задача разрьшается разложешемъ силъ, 
шо правилу параллелограмма. = 5, = вов асов В. . 
С зи (а -- В) 
Эт а 05 В. ‚_созазш В 


=“ зика-- В) › и эица- В)” 


упрощен, что К = 
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214. Паочо ря ВН ы; аъ афны р ВИ, 
(+8) р] 


ыы а -|- 5) —2.52'тож-мотр.; 


авы = 3,96 тон.-метр. 


Р. ТМ = 
фе = 
н ьд 
215. Коэффищенть устойчивости ==1,25, 
у 
216. Коэффищентъ устойчивости = р въ 31, раза. 
й в „ — 30* 
217. Вфеъ трубы Се Е Зов. сила давлен 
о вытра Р=0,57 ри (В +»). Разетояще’ центра тяжести оть ниж- 


ни @-В)ь 
няго основашя = СИ, Опрокидывающ!й — моменть 
РС -- 2”). Коэффищенть устойчивости = у 
| — Чи В" Во) аб В. 
— 0,57 р(®-{- 2”) 
ЧР 
} т 
и 
} 
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Графическ!Й способь пзображешя движешй .. уе ь Е 
Сложеше и разложеше движешй , ее. М. ель нь к 3 
Криволинейныя движеня еее еее нь к, . ( 
Вращательное движене твердаго тала... „ое еееене я и | 
Введен!е въ статику и кинематику. |} | 
, ий 
О силахъ и ихъ измбрени . „еее еее еее И 
Основные законы механики. .. еее Ч Й 
Зависимость движен!Й отъ силъ, ... .. 9 


Пропоршональность между снлами, массами и ускоренями.. ‚... 


яж Статика. 

Основная теорема статики... .. пола лы а + + + 81 
Сложеше и разложеше силъ. . . еее еекья ПИ 2 Ва 
Пары силъ....- т Ия < го на. ее «дя ОТ 
О момептахь силъ. еее еее зая 114 _ 
О центр® тяжести... пе: вех 194 — 
Примфры опредфлешя центровъ тяжести... е.. се в, 199 
Теоремы Гюльдева. . -.......- нее < 4 Ома м2 
_Равновфс!е свободнаго твердаго тла . „еее еее .. 145 
Равновфсе несвободнаго твердаго тфла. „сео Г 


Задачи... .. еее иьки о. 4 РИ", 164 


